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ОБ ИНЪЕКТОРАХ КОНЕЧНЫХ ЧАСТИЧНО РАЗРЕШИМЫХ ГРУПП 

ДЛЯ МНОЖЕСТВ ФИТТИНГА 
 

М.Г. Семенов 

Витебск, ВГУ имени П.М. Машерова 
 

Цель работы: расширить результат Баллестера-Болинше [1, Теорема 2.4.27] 

на тот случай, когда факторгруппа /G GF  является -разрешимой, для 

( )  F . 

Все рассматриваемые нами группы являются конечными. В определениях и 

обозначениях мы следуем [2,3]. 

В теории конечных разрешимых групп известна теорема Гашюца-Фишер-

Хартли [4] о том, что для любого класса Фиттинга F в любой конечной разреши-

мой группе существуют F-инъекторы и любые два из них сопряжены. В последу-

ющем Андерсоном [5] данный результат был доказан для произвольных множеств 

Фиттинга. Напомним, что непустое множество F , состоящее из подгрупп группы 

G, называют множеством Фиттинга в G, если для него справедливы следующие 

утверждения: 

(1) если N SF , то NF . 

(2) если ,H KF  и ,H K HK , то HKF . 

(3) если SF , то 
xS F  для всех x G . 

Заметим, что в работах [4, 5] задача существования и сопряженности инъек-

торов для множеств Фиттинга была решена в случае, когда G - разрешимая груп-

па. Впервые расширение теоремы Гашюца-Фишер-Хартли и Андерсона на случай 

-разрешимых групп было произведено Л.А. Шеметковым [6]: им было доказано, 

что если X - множество Фиттинга -разрешимой группы G, где  состоит из всех 

простых делителей порядков всех групп из X, то в G существуют X -инъекторы 

и любые два из них сопряжены. 

Также в исследованиях, проводимых в данном направлении, известен ре-

зультат Баллестера-Болинше [1, Теорема 2.4.27] о существовании и сопряженно-

сти инъекторов группы G для множеств Фиттинга в случае, когда факторгруппа 

/G GF  является разрешимой.  

Нам удалось расширить результат Баллестера-Болинше на случай когда фак-

торгруппа /G GF  является -разрешимой, для ( )  F .  
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Напомним ключевые определения и свойства инъекторов для множеств 

Фиттинга, которые используются при доказательстве основного результата. 

Пусть F  – множество Фиттинга группы G и H подгруппа группы G. Тогда F  

порождает множество Фиттинга в H, состоящее из тех членов F, которые содер-

жатся в H. В дальнейшем мы будем обозначать такое множество 
H

F  или просто 

F, если будет очевидно, что речь идет о 
H

F . Заметим, что если H G , то 

{ | }S H S
H

 F F  и 
H

F  - множество Фиттнига в G. 

Пусть F  – множество Фиттинга группы G. Через GF  обозначают под-

группу группы G, порожденную всеми нормальными подгруппами группы G, 

принадлежащими F. Тогда GF  является единственной максимальной нормаль-

ной подгруппой группы G, принадлежащей F  и называется F-радикалом группы G.  

Лемма 1.1. [2 VIII.2.4] Пусть N является субнормальной подгруппой группы 

G. Тогда N G NF F . 

Определение 1.1. [2 VIII.2.5] Пусть F  – множество подгрупп группы G. 

(a) F-подгруппу V группы G называют F -максимальной, если из V W G   

и WF  следует, что V W . 

(b) F -инъектор группы G – это такая подгруппа V, что подгруппа V K  

является F -максимальной в K для любой субнормальной подгруппы K из G. 

Лемма 1.2. [6] Пусть F – множество Фиттинга -разрешимой группы G, 

где    F .Тогда в группе G существуют F -инъекторы и любые два из них 

сопряжены. 

Лемма 1.3. [5] Пусть A – нормальная подгруппа группы G. Тогда: 

(1) Если F –множество Фиттинга группы G и AF , то 

{ / | }S A A S  F F  - множество Фиттинга группы G/А. Более того если 

V - F -инъектор группы G, то V/А является F -инъектором группы G/А. 

(2) Если F  - множество Фиттинга группы G/А и V/А  

является F -инъектором группы G/А, то 

{ | ( ) / }S G SA A и S субнормальна в SA  0F F  - множество Фиттин-

га группы G и V - F 0–инъектор группы G. 

(3) Если V - инъектор группы G, то ( ) /VA A  - инъектор группы G/А. 

Основным результатом данной работы является 

Теорема 1.1. Пусть F –множество Фиттинга группы G. Пусть /G GF  яв-

ляется -разрешимой группой, где ( )  F . Тогда в группе G существуют F 

–инъекторы и любые два из них сопряжены. 

Доказательство (Теорема 1.1).  

Множество * { / : }H G H G H  F FF F,  является множеством Фит-

тинга группы /G GF . Заметим, что ( *) ( ) F F  и /G GF  является -

разрешимой группой, где ( *)  F . Из леммы 1.3 следует, что  

0 { : / * }S G SG G и S субормальна в SG  F F FF F  
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является множеством Фиттинга группы G. Докажем, что для любой субнормаль-

ной подгруппы K из G справедливо равенство 
0

K KF F . Заметим, что 

0 F F . Но K G F F F  и / *K G G F F F F . Тогда, K F 0F . Сле-

довательно, 
0

K KF F . 

Заметим, что, по лемме 1.2, в /G GF  существуют *F -инъекторы. Из 

леммы 1.3 следует, что если /V GF  является *F -инъектором группы /G GF , 

то V  является 
0F -инъектором группы G . Докажем, что V  также является F -

инъектором группы G . Для этого нам достаточно доказать, что для любой суб-

нормальной подгруппы K из G подгруппа K V  является F -максимальной в 

K. Пусть существует такая группа WF , что K V W K  . Тогда  

( ) / ( / ) ( / ) / /K V G G V G KG G WG G KG G  F F F F F F F F F

. 

Заметим, что K V  является 
0F -инъектором группы K . Тогда 

0
K K V K W  F F  и K WF . Но, по лемме 1.1, K K GF F  и 

( )WG K W G K WK W  F F F . Следовательно, W  субнормальна в 

WGF  и WG F F . Тогда / *WG G F F F . Ввиду F -максимальности 

( / ) ( / )V G KG GF F F  в /KG GF F  справедливо равенство 

( )K V G WGF F . Значит,  

( )( ) ( )K V K V G K K V G K WG K W   F F F . 

Следовательно, V  является F -инъектором группы G . 

Докажем сопряженность инъекторов в G . Пусть V  является F -

инъектором группы G . Тогда, /V GF  является *F -инъектором группы 

/G GF . Но, по лемме 1.3, *F -инъекторы группы /G GF  сопряжены. Следо-

вательно, F -инъекторы группы G  также сопряжены. 

Теорема доказана. 
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