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A. Балестер-Болиншес и Л.М. Эзкверро доказали, что для произвольного класса Фиттинга в произвольной конечной 

группе инъекторов не существует. В связи с этим обстоятельством возникла проблема поиска инъекторов в неразреши-

мых группах для специальных классов групп.  

Цель статьи − исследовать основные свойства F-инъекторов (сопряженность, критерий существования) в случае, 

когда в конечной группе существует F-инъектор для класса всех конечных p-нильпотентных групп F (p – фиксированное 

простое число). 

Материал и методы. Объект исследования – инъекторы в неразрешимых конечных группах. Использованы методы 

исследования конечных групп, классов Фиттинга и формаций. 

Результаты и их обсуждение. В работе получены новые результаты: исследованы основные свойства  инъекторов 

(сопряженность, критерий существования) в случае, когда в конечной группе существует F-инъектор для класса всех ко-

нечных p-нильпотентных групп F . 

Заключение. Доказана сопряженность F-инъекторов и найден критерий существования F-инъекторов в конечных 

группах в случае, когда в конечной группе существует F-инъектор для класса всех конечных p-нильпотентных групп F . 

Результаты статьи могут быть использованы для поиска инъекторов в неразрешимых группах для других специальных 

классов групп. 

Ключевые слова: группа, подгруппа, класс групп, класс Фиттинга, формация, инъектор, сопряженность. 
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A. Bolister-Bolinshes and L.M. Ezquerro proved that the injectors in arbitrary finite groups for arbitrary class of Fitting don’t 

exist. In connection with this circumstance the problem of finding the injectors in the unsolvable groups for the special classes of 

groups arises. 

The purpose of the paper is to investigate basic properties of injectors (the conjugacy, the criterion of existence) for the chance 

when in finite groups  F-injectors exist for the class of all finite p-nilpotent  F-group (p is a fixed simple number).  

Material and methods. The object of the investigation of this paper is injectors in the unsolvable finite groups. The methods of 

investigation of finite groups, Fitting classes and formations are used. 

Findings and their discussion. In this paper the following findings are obtaned: the basic properties of injectors in finite 

groups for the class of all finite p-nilpotent F groups are investigated.  

Conclusion. The conjugacy of  F-injectors is proven and criterion of the existence of  F-injectors in finite groups is found when 

in a finite group there is an  F-injector for the class of all finite p-nilpotent F-groups. The findings can be used for the finding  

injectors in unsolvable groups for other special classes of groups. 

Key words: group, subgroup, class of groups, Fitting class, formation, injector, conjugation. 

 
 работе [1] F-инъекторы были построены в 

конечных разрешимых группах для разре-

шимого класса Фиттинга F. Поскольку инъекто-

ры представляют собой обобщение одного из 

основополагающих результатов теории конеч-

ных групп – теорем Л. Силова и Ф. Холла, – то, 

естественно, что к инъекторам возник огромный 

интерес. В [2] доказано, что в произвольных ко-

нечных группах для произвольного класса Фит-

тинга инъекторов не существует. Однако было 

замечено, что в частично разрешимых группах 

инъекторы существуют и сопряжены [3], [4]. 

Кроме того, в [5] доказано существование квази-

нильпотентных инъекторов в произвольной ко-

В 
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нечной группе. В дальнейшем появилось боль-

шое количество работ, посвященных этому 

направлению (см., например, [6–10]).  

В данной статье исследованы основные свой-

ства F-инъекторов в произвольной конечной 

группе G (сопряженность, критерий существова-

ния) в том случае, когда F-инъектор в группе G 

существует, где F – это класс всех конечных  

p-нильпотентных групп (p – фиксированное про-

стое число). Рассматриваются только конечные 

группы, и все классы групп берутся из класса 

всех конечных групп. Класс Фиттинга F − это 

такой непустой класс конечных групп, для кото-

рого выполняются условия: а) если  FG  и N 

есть нормальная в G подгруппа, то FN ; b) ес-

ли М и N – нормальные подгруппы в группе G и 

FM , FN , то FMN . Подгруппа V группы 

G называется F-инъектором [1], если для любой 

субнормальной подгруппы Н группы G пересе-

чение FVH   и является F-максимальной 

подгруппой в H. Подгруппа М группы G называ-

ется F-максимальной подгруппой в G, если 

FM  и из условий GLM  , FL  всегда 

следует, что LM  . Формацией называется 

класс групп, замкнутый относительно гомо-

морфных образов и подпрямых произведений. 

Группа называется p -нильпотентной, если  

она содержит p  -холловскую нормальную под-

группу. Класс групп называется S-замкнутым  

( n
S -замкнутым), если он замкнут относительно 

подгрупп (нормальных подгрупп). Остальные 

необходимые определения и обозначения см. в  

[11], [12]. 

Лемма 1. Класс всех конечных  

р-нильпотентных групп  является локальной 

формацией (р – фиксированное простое число). 

Д о к а з а т е л ь с т в о см. в [11, с. 34−35]. 

Лемма 2. Класс F всех конечных  

р-нильпотентных групп является S-замкнутым 

классом Фиттинга.  

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Пусть FG , Н – 

подгруппа в G. Из условия GG p   следует, что 

HGH
p
  . Кроме того, pp

HGH   . С дру-

гой стороны, pp
GHH    . Значит, 

pp HGH   . Следовательно, HH
p
 . От-

сюда получим, что FH . 

2. Пусть GKN ,  и FKN , . Докажем, 

что FNK , т.е. надо показать, что NKNK
p
)( . 

В самом деле, из GNN p char  следует, что 

GN p  . Аналогично GK p  . Значит, 

GKN
pp
 . Допустим, что ppp NKKN   )( . 

Отсюда следует, что существует такое простое 

}{ pq  , что qqq NKKN )( . Последнее нера-

венство противоречит лемме 11.6 из [11]. Значит, 

ppp
NKKN   )( , NKNK p )( . Следовательно, 

FNK . Лемма доказана. 

В силу лемм 1 и 2 класс F – радикальная фор-

мация. 

Теорема 1. Пусть F – радикальная формация 

р-нильпотентных групп. Если в конечной группе 

G  существует  F-инъектор, то справедливы сле-

дующие утверждения: 

1) если W есть F-максимальная подгруппа в 

коммутанте G  , 1
V  и 2

V  − F-максимальные под-

группы в G, 21
VVW  , то V1  и V2 сопряжены в 

G; 

2) если 1
V  и 2

V  − F-инъекторы в G, то 1
V  и 2

V  

сопряжены в G; 

3) подгруппа V является F-инъектором группы 

G тогда и только тогда, когда V −  

F-максимальная подгруппа в G и GV   −  

F-инъектор в G  . 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Пусть G – контрпри-

мер минимального порядка, для которого хотя 
бы одно утверждение не выполняется. Посколь-

ку для  1G  все три утверждения очевидным 

образом выполняются, то считаем, что  1G . 

Т.к. при  FG  также все три утверждения спра-

ведливы, то считаем, что FG . Допустим, что 

GG  . Предположим, что p делит порядок груп-

пы G. Значит,  .
n

p
pG   Если 1n , то  

p
G – группа простого порядка и, значит, абелева.  

Если же 1n , то подгруппа p
G  содержит абе-

леву подгруппу. В обоих случаях имеем проти-

воречие с допущением .GG   Полагаем теперь, 

что p не делит G . Следовательно, G  является 

p  -группой. Т.к. в этом случае приходим к про-

тиворечивому включению  FG , то полагаем в 

дальнейшем, что  GG  . 

Допустим, что G – простая группа. С учетом 

того, что GG  , справедливо равенство: 1G .  

Опять приходим к противоречивому включению 

FG . Значит, G – непростая группа и  

 1G .  

Докажем утверждение 1. Допустим, что 

FG . Тогда в силу определения подгруппы W 
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получим, что GW  . Следовательно, i
VG  , 

2,1i . Отсюда получим: GV
i
 , 2,1i . Возь-

мем F-инъектор F в группе G. Так как i
VF   − F-

инъектор в iV , 2,1i , F
i

V , то ii
VVF  , 

FV
i
 . Учитывая тот факт, что iV  −  

F-максимальные подгруппы (по условию), из по-

следнего включения получаем, что FV
i
 , 

2,1i . Следовательно, 21
VV  . Рассмотрим далее 

случай, когда FG . Поскольку GVW
i

  , 

FGVi   и W  − F-максимальная подгруппа в 

GV
i

 , 2,1i , то справедливо равенство: 

GVW i
  .   (1) 

Так как ii
VGV   , то i

VW  . Значит, 

)(WNV
Gi

 , 2,1i . Рассмотрим следующие воз-

можные случаи. 
1. W − не нормальная подгруппа в группе G. 

Отсюда следует, что GWN
G

)( . Заметим, что, 

так как FW , а FG , то GW  . Кроме того, 

GWN
G

))(( . Покажем далее, что коммутант 

))(( WN
G  обладает такой F-максимальной под-

группой, которая входит и в подгруппу 1
V , и в 

подгруппу 2V . Для этой цели используем вклю-

чения: GWNWW
G

 ))(( . 

Рассмотрим следующие возможные подслу-

чаи. 1.1. GWNW
G

))(( . Так как W и ))(( WN
G  

входят в )(WN
G , то )(WNG

G
 . Отсюда полу-

чим, что GWNGV
Gi

 )( . Следовательно, 

GGV
i

 . Далее из включения GWNG
G

 )(  

получим, что .)( GWN
G

  Значит, )(WNF
G

  

есть F-инъектор в группе )(WN
G . Т.к. 

)(WNW
G

 , то FWWNFW
G

 )(  есть  

F-инъектор в группе FW . Отсюда следует, 

что FW  . Далее, т.к. GGV
i

 , то 

)(WNGV
Gi

 . Отсюда следует, что 

GVWNF
iG

 )(  – F-инъектор в группе GV i   

для всех .2,1i   

В силу включений  GWNFW
G

  )( и то-

го факта, что W – F-максимальная подгруппа в 

коммутанте G  , получим: либо 

GGWNF
G

 )( , либо WGWNF
G

 )( . 

Если допустить, что GGWNF
G

 )( , то по-

лучим противоречивое включение FG . Зна-

чит, WGWNF
G

 )( . Далее, т.к. 

)(WNG
G

 , то WGF  . Применяя теперь 

(1), получим, что GV
i

  есть F-инъектор в груп-

пе G  . Значит, в силу того, что GGV
i

 )( , име-

ем: )()(  GVVGVGV
iiii

 . Правая часть 

последнего равенства есть  F-инъектор в группе 

)( GV
i . По пункту 3 теоремы 1 (и в силу  

индукции) получим, что iV  есть F-инъектор в 

группе GV i  , .2,1i  Теперь ясно, что 1
V  со-

пряжена с подгруппой GVWNF
G


1

)(  , а 2
V  – 

с подгруппой GVWNF
G


2

)(  . Получим: 

,,)(
111
GVaGVWNFV

G

a
   

.,)(
222
GVbGVWNFV

G

b
   Значит, FV

a


1 , 

FV
b


2 . Очевидно, что FV
a


1 , FV
b


2 . Отсюда 

следует, что 
c

VV
21

 , Gbac 
1

. 

1.2. GWNW
G

))(( . Допустим, что 

F))(( WNW
G . Из включений 

GWNWW
G

 ))((  и того факта, что подгруп-

па W – F-максимальная в группе G  , получим: 

либо равенство GWNW
G

))(( ,  либо равенство 

WWNW
G

))(( . Если допустить равенство  

GWNW
G

))(( , то приходим к противоречиво-

му включению: FG . Значит, WWNW
G

))(( . 

Отсюда следует, что WWN
G

))(( . Теперь оче-

видно, что F))(( WN
G . Т.к., кроме того, 

21
))(( VVWN

G
 , то по пункту 1 теоремы 1 по-

лучаем сопряженность подгрупп 21
, VV  в группе 

)(WN
G , а значит, и в группе G.  

Переходим теперь к случаю, когда 

F))(( WNW
G . Рассмотрим главный ряд ( 1

a ) 

группы )(WN
G :  

)())((1 WNWNH
GG

  . 

В него входит H – нормальная F-максимальная 

подгруппа в группе ))(( WN
G . В силу включений 

GWWNWHW
G

 )(  ясно, что W является  

F-максимальной подгруппой в группе  FWH . 

Отсюда следует, что WH  . Допустим, что в 

группе ))(( WN
G  существует такая  

F-максимальная подгруппа S, что выполняется 

включение SH  . Если SH  , то из включения  

WH   следует, что WS  . В этом случае 

21
VVS  . В силу пункта 1 теоремы 1 (и индук-

тивных рассуждений) получаем сопряженность 
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подгрупп 21
, VV . Пусть SH  . Если WH  , то 

из включений F SW  и  ))((  WNS
G   

получим: ))((  WNW
G . Т.к., кроме того, 

GWN
G

))(( , то очевидно, что W есть  

F-максимальная подгруппа в группе ))(( WN
G . 

По пункту 1 теоремы 1 получаем требуемую со-

пряженность подгрупп 21
, VV . Пусть теперь 

WH  . В главном ряду )(
1

a  между подгруппой 

N (такой, что ))((  WNNH
G ) и )(WN

G  все 

подгруппы не принадлежат  F (в противном слу-

чае получим противоречие с нашим допущением  

F))(( WNW
G ). Теперь рассмотрим главный ряд  

( 2
a ) группы )(WN

G :   WH1

)())(( WNWNW
GG

  . Между подгруппа-

ми H и W существует главный фактор RW / , ко-

торый принадлежит F, RH  . В силу теоремы 

об изоморфизме двух главных рядов группы  

)(WN
G  фактор RW /  изоморфен некорому 

главному фактору BA /  ряда )(
1

a , который 

находится между  подгруппой  H  и  )(WN
G , 

причем  FBA / . Противоречие.  

2. GW  . Покажем сначала, что подгруппы 

iV  являются F-инъекторами в группе G, 2,1i . 

Допустим, что GGV 
1 . Пусть  F  – F-инъектор 

в группе  G. Тогда WWF  , GFW   . Т.к. 

W – F-максимальная в группе G   (а значит и в 

группе GF  ), то справедливо равенство 

GFW   . Значит (с учетом формулы 1), 

GV
i

 – F-инъектор в группе G  . Поскольку 

GVGV 
11

)(   и GGV )(
1 , то )(

11
 GVGV   – 

F-инъектор в )(
1

GV . Так как 

)()(
1111

 GVVGVGV  , то )(
11

GVV   –  

F-инъектор в )(
1

GV . По индукции 1
V  –  

F-инъектор в GV 
1  (применили пункт 3 теоремы 

1). Пусть F – F-инъектор в группе G.  

Т.к. GVF 
1

  – F-инъектор в GV 
1 , то (по индук-

ции) получим сопряженность: FGVV
x


11 , 

GVx 
1 . Отсюда следует, что FV

x


1 . Т.к. 
x

V
1 –  

F-максимальная подгруппа в G, то FV
x


1 , т.е. 

x
V

1  – F-инъектор в G. Аналогично рассуждая, 

можно показать, что .,
22
GVyFV

y
  Значит, 

yx
VV

21
 ,  ., Gyx   

Полагаем теперь, что выполняется равенство: 

GGV 
1 . Так как GW  , то WF   есть  

F-инъектор в группе FW . Ясно, что 

WWF  . Отсюда следует, что FW   и 

GFW   . Поскольку W − F-максимальная 

подгруппа в группе G  , то GFW   . Теперь с 

учетом (1) получим следующие равенства: 
 

GVGVGFW  
21 .  (2) 

 

Возьмем в группе G такую наибольшую нор-

мальную подгруппу Н, чтобы выполнялось 

включение HG  . Так как HF   есть  

F-инъектор в H   и HFHHF   , то 

HHF   есть F-инъектор в H  . Ввиду равен-

ства HFHGF    ясно, что HGF   – 

F-инъектор в H  . В силу (2) получим, что 

HGV  
1  – F-инъектор в H  . С учетом равен-

ства HVHGV  
11  получим: HV 

1  –  

F-инъектор в H  . Далее покажем, что HV 
1 яв-

ляется  F-максимальной подгруппой в группе  H. 

Допустим противное, т.е. выполняется строгое 

включение 

LHV 
1 ,   (3) 

где L – F-максимальная подгруппа в FH , 

GH   (если допустить, что FH , то из 

HG   получим противоречивое включение 

FG ). Рассмотрим следующие соотношения: 

GLGHVGV  
11 . Теперь ясно, что 

GLGVW  
1 . Поскольку FGL   и W 

является  F-максимальной подгруппой в группе 

G  , то справедливы равенства 
 

GLGVW  
1 .  (4) 

Т.к. GVGHGL 
1 , то 

)(
11

HVGHGVGL    (применили тожде-

ство Дедекинда). Рассмотрим теперь соотношения: 

||/||||||/||||
11

GVHVGGLGL   . 

Используя (4), получим: ||||
1

HVL  . Пришли 

к противоречию с допущением (3). Значит, 

HV 1  – F-максимальная подгруппа в Н. По ин-

дукции (с применением пункта 3 теоремы 1): 

HV 
1  – F-инъектор в Н.  

Т.к. HF   – F-инъектор в Н, то справедливо 

равенство: 

HVHF
x


1
 , Hx  .      (5) 
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Из (5) следует равенство: 

GHVGHF
x

 )()(
1
 . Применяя тождество 

Дедекинда, получим равенство: 

GVHGFH
x


1

 . Т.к. GGV
x


1

, то 

HGFH  . Теперь ясно, что GFH  .  

Т.к. Н – максимальная нормальная подгруппа в 

группе G, то GFH  . Отсюда следует, что 

HF  . Теперь используя (5), имеем равенство: 

HVF
x


1
 . Отсюда следует включение 

x
VF

1
 . 

Учитывая свойства F-инъектора, получим равен-

ство:  
x

VF
1

 , т.е. 
x

V
1  есть  F-инъектор в группе 

G.  Аналогично рассуждая, можно показать, что 

подгруппа 
y

V
2

 – F-инъектор группы G. Без огра-

ничения общности будем считать, что 21
, VV  – F-

инъекторы группы G. Далее докажем сопряжен-

ность подгрупп 21
, VV  в группе  G.  

Возьмем простое )(
1

Vp  . Поскольку 

GVG
p


1 , то GGV

p


1  (через p
V

1  обозначили 

силовскую p-подгруппу группы 1
V ). Допустим, что  

GGV
p


1 .  (6) 

Предположим, что WV
p1  − не нормальная 

подгруппа в G. Отсюда следует, что 

GWVN
pG

)(
1 . Применяя равенство (2) и тожде-

ство Дедекинда, получим следующее равенство: 

GVVGVVWV
ppp


11111

)(  . Ясно, что WV
p1  и 

GVV
p


12

  − F-инъекторы в группе GV
p


1 . Так как 

имеет место включение (6), то по индукции (с 

применением пункта 2 теоремы 1) получим со-

пряженность F-инъекторов: WVGVV
pp

a

112
 , 

GVa
p


1 . Отсюда следует, что 

a

p
VV

21
 . Значит,         

 
p

a

p
VV

21
 ,   (7) 

где   
p

a
V

2  – p-силовская подгруппа в  
a

V
2 .   

Полагаем теперь, что GWV
p


1 . В этом слу-

чае (в силу индукции) F-инъекторы GVV
p


12

  и 

WVGVVGVV
ppp 11111

)(    сопряжены в 

группе GV 
1 . Значит, в силу того, что GWV

p


1 , 

эти инъекторы совпадают: WVGVV
pp 112

 . 

Легко заметить включение: 

pp VV 21  .   (8) 

Если теперь допустить, что для всех простых 

)( 1Vp   справедливо включение GGV
p


1 , то 

отсюда следует включение (8) или (7) для всех 

простых )(
1

Vp  . Значит, .,
21

GxVV
x

  Сле-

довательно, .,
21

GxVV
x

  Пусть существует 

такое простое )( 1Vp  , что выполняется 

GGV
p


1 . Применяя тождество Дедекинда, по-

лучим равенства: 

.)(
111111

VGVVGVVWV
ppp

   

Если GWV p 1 , то ясно, что GV 
1 . В этом 

случае 21 VV   есть F-инъектор в группе 1
V . Так 

как F
1

V , то 121
VVV  , 21

VV  . Ясно, что в 

этом случае справедливо равенство  21
VV  . 

Пусть подгруппа WV
p1  не нормальная в G. При-

меняя равенство 11 VWV p   и лемму 11.6 из [11], 

получим, что для всех )(
1

Vq   и pq   спра-

ведливо равенство силовских q-подгрупп: 

qq
VW

1
 . Следовательно (с учетом включения 

2
VW  ), для всех простых )( 1Vq  , кроме 

)( 1Vp  , получим включение: qq
VV

21
 . 

Далее, т.к. pp
GV 

1 , 
y

pp
GV 

2 , Gy  , то 

p

x

p
GV 

2 , 
1

 yx . Отсюда следует, что 

WGV
p


1 , WGV

p

x


2 , Gx  .  Предположим, 

что GWG
p

 . Из FW  следует, что  

p  -холловская подгруппа H группы W нор-

мальна в группе W. Очевидно, что GH  . Кро-

ме того, используем равенства: 

HG
W

HWG

WG

WG
G

p

p

pp

p

p









. Очевидно, 

что подгруппа H является p  -холловской под-

группой в группе G, причем, нормальной под-
группой в G. Но в этом случае получаем проти-

воречивое включение FG . Значит, GWG
p

 . 

Если допустить, что GWG
p

 , то в силу усло-

вия WGcharWG
pp

)(   получим: GWG p )(  . 

Следовательно, )(
1

WGV
p

  и )(2
WGV p

x
  яв-

ляются  F -инъекторами в группе )( WG p . По 

индукции (с применением пункта 3 теоремы 1) 

1
V  и 

x
V

2  − F-инъекторы в группе WG
p  и (с при-

менением пункта 2 теоремы 1) 1
V , 

x
V

2  − сопря-

жены в WG
p . Значит, 1

V  и 2
V  сопряжены в 
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группе G.  

Пусть WG
p  − не нормальная подгруппа в 

группе G. В этом случае справедливо строгое 

включение: GWGN
pG

)( . Введем обозначение: 

KWGN
pG

))(( . Предположим, что KW    

является  F-максимальной подгруппой в группе 

K. Тогда в силу пункта 1 теоремы 1 (и индуктив-

ных рассуждений) получим сопряженность по-

групп 21
, VV . Пусть теперь SKW  , где S –  

F-максимальная подгруппа в группе K. Далее, 

т.к. GW  , то WF   есть F-инъектор в группе 

FW . Отсюда следует, что FW  . Значит, 

GFW   . Поскольку W – F-максимальная 

подгруппа в группе FGF  , то GFW   . 

Далее в силу включений 

GFFSGFW   )(  и равенства 

GFW    получим: SGFW )(   .  

Отсюда следует, что WS   и 21
VVS  . 

Итак, существует F-максимальная подгруппа в 

коммутанте ))(( WGN
pG  группы )( WGN

pG , ко-

торая входит в  21
VV  . По пункту 1 теоремы 1 (и 

в силу индуктивных рассуждений) получаем со-

пряженность подгрупп  21
, VV .  Утверждение 1 

доказано. 

Докажем утверждение 2 (напомним, что в силу 

вышеизложенного имеем формулу: GG 1 ). 

Так как GV
i

  является F-инъектором в  группе 

G   для 2,1i , то (в силу индуктивных рассужде-

ний) получим сопряженность подгрупп: 

GVGVGV
xx

 
221

)( , Gx  . Введем обо-

значение: GVGVW
x

  21
. Т.к. (в силу 

пункта 1 теоремы 1) подгруппы  1
V  и 

x
V

2  сопря-

жены в группе G, то подгруппы 1
V  и 2

V  сопря-

жены в группе G. Утверждение 2 доказано. 

Докажем утверждение 3. Пусть V −  

F-максимальная подгруппа в группе G и GV   − 

F-инъектор в G  .  

Для  F-инъектора  K группы G  получим со-

пряженность (в силу п. 2 теоремы 1): 

GKGV
x

  , Gx  . Поскольку 

GKGVW
x

   является F-максимальной 

подгруппой в G  , 
x

KVW  , то (в силу пункта 1 

теоремы 1) подгруппы  V  и x
K  сопряжены  

в G. Значит, подгруппы V  и  К сопряжены в G. 

Следовательно, подгруппа V – F-инъектор в 
группе G. Доказательство обратного утвержде-

ния очевидно. Утверждение 3 доказано. Теорема 1 
доказана.  
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