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О прямых разложениях со-локальных 
формаций и классов Фиттинга

Все рассматриваемые нами группы конечны. Используется стандартная 
терминология [1,2] и определения и обозначения," введенные в работе [3].

После выхода в 1981 г. работы А.Н.Скибы [4] началось изучение допол
няемых подформаций [5-9], что привело к следующей полезной конструкции
[10]: для произвольной системы классов {& | і е 1} такой, что &  П $j=(l) для 
всех различных i, je  I через ©іеі$ і обозначается совокупность всех групп ви
да Ajx ...х А, , где A ie g i, , -  , А,е ^  Для некоторых іь ... ,ite I . Всякое пред

ставление класса групп 3 в виде $ = ® u iS* называется прямым разложени
ем этого класса. В неявном виде такая конструкция использовалась в [9,11] 
(см. также [12], с. 670). В работе А.Н.Скибы [10] было начато изучение пря
мых разложений п-кратно локальных формаций. В частности, там было дока
зано, что всякая формация, представимая в виде прямого разложения неко
торых формаций, n-кратно локальна тогда и только тогда, когда п-кратно 
локальна каждая из компонент этого разложения. Аналог этого результата 
для п -кратно локальных классов Фиттинга получен в работе [13]. Целью 
данной заметки является изучение прямых разложений со-локальных форма
ций и классов Фиттинга.

Теорема 1. Пусть $ = © u=i& , где 3. - формация. Тогда формация $ 
со -локальна в том и только в том случае, когда co-локальна каждая из фор
маций %.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность. Пусть каждая из формаций 
со -локальна, f, -  ее минимальный со-локальный спутник, я* =ю П к(% ). Тогда 
если i ф j , то, по условию, & П 3j = (1)- Значит, я, П пГ 0,  Строим ю -ло
кальный спутник f такой, что f(co') = $  и f(p) = f,(p ), если ре я, для некоторо
го ie  I , и f(p) = 0 .  если ре со \ Ulti я,. Покажем, что $ = LFm(f) .

Пусть LFM(f) c j  и G -  группа минимального порядка из LFM(f) \ $  . Тогда 
G -  монолитическая группа и ее монолит R = G5 . Поскольку G е  LFt0(f) , то 
G/FP(G) е f(p) для всех р е  со П  ?t(G) . Следовательно, если р е  со П  ti(G), то 
G/FP(G) е f(p) *  0 .  Значит, найдется такое i е I . что р е я;. Отсюда со П л(С) е  

■ UieJ Яі .

Если со П  я (R )=0, то GMd= 1 . Значит,
G s  G/G;o(ie f(oo’) = &

Противоречие. Следовательно, со П л (R) *  0 ,  Пусть р е ю П л (R). Тогда 
рея, для некоторого ie  I . Если R -  неабелева группа, то FP(G) =1. Поэтому

G = G/ Fp(G)e f(p) = f;(p) с  & с  g.
Противоречие.

Пусть R -  р-группа. Значит, R = CG(R) = FP(G) = Op(G) . Но тогда G/FP(G) = 
G/Re f(p) = f,(p ). Значит, по лемме 4[3] G е ^  с  J  . Противоречие. Таким обра
зом, LFm(f) е  Ъ.

55



Допустим, что обратное включение неверно и G -  группа минимального 
порядка из $ \  LFra(f). Тогда G -  монолитическая группа. Поэтому найдется 
такое ie  I , что G е & = LFffl( f;). Значит, G/FP(G) е  f;(p) = f(p) и из того, что G 
е $ получаем G/Ga,d е  g = f(co') для всех р е со П п (G) Следовательно, G е 
LFM( f ) . Значит, $ q  LFm(f). Таким образом. $ = LF„(f) -  со -локальная форма
ция.

Необходимость. Пусть теперь формация £ со -локальна и f  -  ее мини
. мальный со -локальный спутник. Пусть ie I и fi -  такой со -локальный спут
ник, что f,(a>') = % и fj(p) = f(p ) , если р е лі и f,(p) = 0 ,  если р е со \ п, . Пока
жем, что % = LFm(f i) . .

Предположим, что &  не входит в L F ^ f) и G -  группа минимального по
рядка из % \ LFw(f;). Тогда G -  монолитическая группа с монолитом 
R=GUffl(ti) Поскольку G е  LFm(f;) , то согласно лемме 9[3], либо G с  Gffid, 
либо найдется такое ре со П 7г( G ^  ) ,  что G/FP(G) г  fi(p) .Но G е % с  5 • Зна
чит, G/Ga,de % = fi(ro') и для всех q е а> f | л(С) имеет место G/Fq(G)e f(q) = 
fi(q). То есть G е LF„(f1). Противоречие. Итак, &  с  LFm(f]).

Допустим, что обратное включение неверно, и G -  группа минимального 
порядка из U y fO  \ & . Тогда G -  монолитическая группа с монолитом R
= G & .

Пусть р е со П я(Я) с  со П ti(G). Тогда из Ge LFm(f,) следует, что G/FP(G) е 
fi(p). Значит, fj(p) *  0  и по построению со -локального спутника f, имеем рел;
Итак, СО П ft(R) С 71;.

Кроме того, по построению со -локального спутника f, справедливо f; ^  f . 
Значит, G е 3 . Поэтому, ввиду монолитичности группы G , найдется такое 
je  I , что G е З і. Тогда со П ti(R) с  7tj Поэтому

СО П Tt(R) С ТС; П Tlj = 0 .
Значит, i =j , т.е. G е &. Противоречие. Следовательно, LF<,,(f;) е  Таким 
образом, = LFM(f;)-  со-локальная формация.

Теорема доказана.
Теорема 2. Пусть 5 = © iei гДе % -  класс фиттинга. Тогда класс Фиттин- 

га 3  со -локален в том и только в том случае, когда ©-локален каждый класс 
Фиттинга %.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть класс Фиттинга & ю -локален и f , -  его 
минимальная со -локальная Н -функция для любого ie  I , л,= со П 7t (& ) . Тогда, 
если i * j , то по условию % П $  = (1). Значит, щ П щ = 0 .  Построим oi -ло
кальную Н -функцию f  таким образом, что f(co') = $ и f(p) = f,(p) для всех ре  
л, и некоторого ie  I , и f(p) = 0 ,  если ре со \  Ц е i л,. Покажем, что £  = LR„(f) .

Пусть G -  группа минимального порядка из LR«,(f) \g . Тогда G -  комоно- 
литическая группа, М = Gs -  ее комонолит. Предположим, что со П я (G/M) =
0 . Тогда G“d = G . Но Ge LR^O- значит, Gm,ie f(co') = Противоречие. Следо
вательно, со Г) я (G/М) *  0 . Пусть ре со П тг (G/М). Значит, G®p = G . Поэтому 
FP(G) = O'XG) . Если G/M -  неабелева группа, то FP(G) = G . Но Fp(G)e f(p) = 
Г;(р) с  % с  £ . Противоречие. Значит, G/M -  р-группа. В этом случае получаем 
FP(G) = O^Gje f(p) = f;(p). Отсюда по лемме 23[3] Ge &  с  Щ. Противоречие. 
Таким образом, справедливо включение LR«,(f) с $ .

Допустим, что обратное включение неверно и G -  группа минимального 
порядка из $ \ LRJf). Тогда G -  комонолитическая группа. Следовательно, 
найдется такое ie I , что Ge & =  ІД Д ) .  Значит, Fp(G)e f,(p) = f(p) для всех
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ре «а П я (G). Кроме того, из G e S  и из того, что G“d нормальна в G получа
ем GMd е $  = f(co'). Поэтому G е LR„(f). Полученное противоречие показывает, 
что g c  LR,(f). Таким образом, %= LR „(f)- со -локальный класс Фиттинга.

Пусть теперь класс Фиттинга $ 03 -локален и f  -  его минимальная со - 
локальная Н -функция. Пусть ie I . f, -  такая со -локальная Н -функция, что 
fj(a> ') = & . fi(p) = f(p), если ре 71, и f,(p) = 0 , если ре m \ л,. Покажем, что % =
LRffl(fi).

Предположим, что ^  не входит в LR«(fi) и G -  группа минимального по
рядка из &\LRco(fi). Тогда G -  комонолитическая группа и М =  G u ^ ^ - e e

комонолит. Поскольку G е LR„(f,), то по лемме 28[3] либо G“d г  G , либо 

найдется такое рет П "  (G / G j. ). что FP(G) г  f,(p). Но G е & и G“J нор

мальна в G . Значит, G“d е & = f,(® ') . Кроме того, из того, что Ge $ для всех 
qe со Г) п (G) получаем Fq(G)e f(q) = fj(q). Следовательно, Ge LR^Cf,). Противо
речие. Значит, имеет место включение & с  LRJf,).

Допустим, что обратное включение неверно и G -  группа минимального 
порядка из LR0(f,) \ % Тогда группа G комонолитична с комонолитом М = 
G д. . Из G e LR0J(f1) следует, что Fp(G)e f ;(p) . Значит, f,(p) *  0  и по построе

нию ш -локальной Н -функции f, получаем рет:;, т.е. со П л (G / М) с  п, и, кро
ме того, f| < f  . Следовательно, G е 5 Ввиду комонолитичности группы G. 
найдется такое j e  I , что Ge % . Тогда со П ti (G/М) с  щ Поэтому

СО П 71 (G/М) С  7t; П Щ *  0  
Значит, i = j, т.е. G e & . Противоречие. Следовательно, LRJfi) с  & • Таким 
образом, & = LRM(f,) -  со -локальный класс Фиттинга.

Теорема доказана.
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S U M M A R Y
It is proved that every co-local formation ( co-local Fitting class) represented in 

the form o f direct decomposition is local if  and only if  every component of this 
direct decomposition is local.

УДК 5 1 2 . 5 4 2
Ю. В. Кравченко

Дополняемость факторов в теореме 
Жордана-Гельдера для полиадических 

мультиколец
При изучении алгебраических систем любых типов обычно используют два 

подхода. Первый из них связан с анализом тождеств, выполнимых в данной 
системе. Второй подход заключается в изучении различных свойств подсис
тем исследуемой алгебраической системы. В работах, относящихся к этому 
направлению, важное место занимают аналоги теоремы Жордана-Гельдера о 
изоморфизмах главных рядов.

Целью данной работы является дальнейший анализ этой теоремы в клас
се полиадических мультиколец в смысле следующего определения. Поли
адическим мультикольцом будем называть универсальную алгебру А сигна
туры Q и  {о я, е}, п > 2 такую, что: 1) А является л-арной группой относительно 
операции юп ; 2) все операции из Q имеют ненулевую арность и связаны с 
а„ дистрибутивным законом; 3) для элемента s е А выполняются равенства:

І  - ] П - І

( Е Л  £  )®„ = * и (аГ \^ Я /”1)аг = е, где х, аи ... . ат е А , от е £1
Заметим, что такое определение полиадического мультикольца одновре

менно охватывает восходящее к [1,2] понятие n-арной группы (в случае, когда 
= 0 )  и понятие мультикольца (в случае, когда <а„ -  бинарная операция, т.е. 

п = 2), исследуемое в [3] (в книге [3] мультикольца были названы мультиопе- 
раторными кольцами). Поэтому следствиями нижеприведенных утверждений 
являются соответствующие результаты книги [4] и, кроме того, некоторые 
новые наблюдения о /?-арных группах.

Основные определения и обозначения взяты из [4].
Все рассматриваемые полиадические мультикольца имеют одну и ту же 

сигнатуру Q {ш„, е} и принадлежат некоторому фиксированному мальцев- 
скому многообразию, удовлетворяющему условиям минимальности и макси
мальности для подалгебр.

Если Н и  К  -  подалгебры полиадического мультикольца А, то обозначим
rt-'l

(Я. К  ) со„ = Н  К.
Через х(К) обозначим совокупность всех минимальных идеалов полиади

ческого мультикольца К.
Проверка показывает, что справедлива следующая
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