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Инъекторы конечных я-разрешимых 
групп для произведений классов Фиттинга

Если I  и Ф -  классы Фиттинга, то их произведение ft =  I  $  тоже будет 
классом Фиттинга. Отсюда возникает следующая задача -  выразить ft- 
инъектор группы G через I -инъекторы и ф-инъекторы некоторых подгруппы 
группы G. Решению некоторых частных случаев этой задачи для %- 
разрешимых групп посвящена данная работа. В работе задача решена для ft- 
инъекторов я-разрешимых фупп в случае ft = £*©*■ и ft =  ©„■ •£)* , где I  и |> -  
произвольные классы Фиттинга, а также для $ -инъекторов разрешимых групп, 
где ft = £* ! v  . в г всегда обозначает класс конечных я-групп

Терминология работы общепринята, в основном она совпадает с термино­
логией книги [1 ].

Частным случаем теорем 2.2. и 2.3 из [2] является следующая лемма.
Лемма 1. Если ft -  класс Фиттинга и G -  ^-разрешимая группа, то:

1) в G существует единственный класс сопряженных 
ft* -инъекторов;

2) если F -  5*-инъектор группы G и F с  А  с  G, то F -  
5х-инъектор подгруппы А.

Лемма 2. Для всякого класса Фиттинга ft подгруппа F я-разрешимой группы 
G будет %  -инъектором группы G тогда и только тогда, когда F -  ft-инъектор 
всякой 71-холловской подгруппы, содержащей F.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть F -  ft-инъектор подгруппы G* . Если под­
группа N нормальна в G, то N* = N П G„ нормальна в G * . Тогда F П N* = F П N 
С G * . Так как F П N „ -  ft-инъектор в G * , то F П N -  ft*-максимальна в N. Итак, F 
-3*-инъектор группы G.

Обратное утверждение следует непосредственно из леммы 1.
Лемма 3. Пусть ft = £*©„■ , где I  -  произвольный класс Фиттинга. Если G -  

я-разрешимая группа с нормальной я-холловской подгруппой, то: 1 ) подгруп­
па V = VjtG,-, где У д -^ -ин ъ екто р  группы G, будет ft-инъектором группы G;

2) если V c A c G ,  то V - f t -инъектор подгруппы А;
3) всякие два ft-инъектора группы G сопряжены.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть V , -  ЗЕ*-инъектор группы G * . По лемме 2 V* 

будет 1*-инъектором группы G. Тогда для любого элемента g из G подгруппа 

V£ будет I^ -инъектором группы G. Так как V , и v£  содержатся в G, и будут 

I -инъекторами подгруппы G* , то Vn = V |y , где у е G * . Тогда G = G* NG(VJ, и

Ng(V,) содержит некоторую я’-холловскую подгруппу Gv группы G. В этом слу­
чае в G существует ft-подгруппа V = V* G,. . Покажем, что V будет ft-инъ- 
ектором группы G. Сначала докажем ft -максимальность в G. Пусть V с  R е ft.
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Тогда можно считать R„' = G*■. Из V* с  R* G*' следует V ^ R . g  1. Теперь вви­
ду 1-максимальности подгруппы V* в G, получим Уп = R „ . Тогда V = R, и V -  ft- 
максимальная подгруппа группы G.

1) Пусть N -  нормальная подгруппа группы G и N = N„ N„' . Так как N* нор­
мальна в G* , то V П N = (V П N„) N*' э  (V, П N„) Nx' = N* Nx> , где N * -  

J-инъектор подгруппы N. По доказанному выше N* N^ -  ft-максимальна в N. 

Так как N* N* e  V П N, то подгруппа V П N будет ft-максимальной в N. Итак, V

-  ft-инъектор группы G.
2) Если V = V* G*' с  А, то А = A* G„' m V „ c A , c G,  .Так как V* -  1-инъектор 

подгруппы G* , то V* -  I -инъектор подгруппы А* . Тогда V -  ft-инъектор 
подгруппы А.

3) Пусть V = V„ G„. , где V* -  I -инъектор подгруппы G, и S = S* -  ft-инъ- 
екторы группы G. Сопряженность V и S докажем индукцией по I G I . Так как V* 
и S* = S П G* будут S-инъекторами подфуппы G* , которая разрешима, то V* = 

S* , где х е G * . Теперь V и Sx содержатся в NG (V„), и если | NG (V*) | < IG | , то

V и S сопряжены. Итак V* = Sx и нормальна в G. Подгруппа S будет ft- 

максимальной в G только тогда, когда S = S, , где G^- -  л'-холловская

подгруппа группы G. Так как G*. = G^., то S = Vх, и сопряженность ft-инъ-

екторов доказана. Лемма доказана.
Приведем некоторые, необходимые в дальнейшем, сведения из [3].
Пусть А и В -  подгруппы группы С. Если подгрупы С и D из А нормализуют­

ся подгруппой В, то подгруппа<С, D > -  тоже. Поэтому в А существует единст­
венная максимальная подгруппа среди всех, нормализующихся подгруппой В. 
Обозначим ее через МА(В). Очевидно, МА(В) порождается всеми подгруппами 
из А,, которые нормализуются подгруппой В.

Лемма 4. Пусть G = G* G, . Тогда MGjc (Gy) = O ^G ) и, если подгруппа А

содержится в некоторой я-холловской подгруппе группы G n G ^ c  NG(A), то А 
£  0,(G ).

Теорема 5. Пусть ft = I *  в д-, где I  -  класс Фиттинга, и  G -  п-разрешимая 
группа. Тогда:

1) подгруппа V = V„ G * , где V„ - 1 -инъектор из 0„(G ), будет %-инъекто- 
ром группы  G;

2) если V c A c G , то У -  ft-инъектор подгруппы А;
3) всякие два $-инъектора группы G сопряжены.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть V = V* G* . Обозначим S = O^GJG*.. Тогда V 

с  S и по лемме 3 V будет ft-инъектором подгруппы S, которая по теореме 9 из 
[3] будет 0^6,-инъектором группы G.

Докажем ft-максимальность подгруппы V в G. Пусть V е R е ft. Тогда R = 
R*R*'. Из G„'C  R„. следует R*.= G„.. Теперь по лемме 4 R „c  0„(G). Так как V ,c  
R* и V , - 1 -максимальна в On(G), то V„ = R „ . Тогда V = R.

1) Пусть подгруппа N нормальна в G. Тогда S П N нормальна в S и будет 
©*0„-инъектором подгруппы S. Поэтому S П N = 0 Il(N)Nn. . Так как V -  ft- 
инъектор подгруппы S H V n N = \ / n s n N ,  t o V H N  будет ft-инъектором под­
группы S П N. Тогда по лемме 3 V П N = Х„ N* , где X* -  I  -инъектор из 0„(N). 
Теперь по доказанному выше, V П N ft-максимальна в N. Итак, V -  ft-инъектор 
группы G.
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2) Пусть V = V„ G y  и V с  A с  G . Так как G y  с  А , то А у =  G y . Итак, V с: A* G y . 

Теперь по лемме 4 V , c  О я( А )  с  0 * ( G ) .  Так как V *  -  I  -инъектор подгруппы 
0 * ( G ) , то V* б у д е т ! -инъекгором подгруппы О п(А ) .  Итак, V  -  Щ -инъектор под­
группы А .

3) Пусть V = V„ Gy , где V* -  I  -инъектор подгруппы 0*(G ) и F = F„ Fy -  
произвольный 5  -инъектор группы G. Сопряженность подгрупп V и F дока­
жем индукцией по IG  | . Пусть М -  максимальная нормальная подгруппа груп­
пы G. Тогда возможны следующие два случая: а) М содержит я-холловские 
подгруппы группы G; в) М содержит п’-холловские подгруппы группы G.

а) Пусть М содержит я-холловскйе подгруппы группы G. Тогда V* и F„ со­
держатся в М, и V П М = V , Му , F П  М = F*( Fy f |  М). По индукции V П  М = (F П 
M f .  где m е М. Теперь V* Му = F™( Fy П М). Так как V* и F™ -  нормальные

я-хслловские подгруппы из V П М, то V* = F™. Тогда V и Fm содержатся в 
Ng(V„). Если I Ng(Vj) | < | G | , то по индукции V и F сопряжены. Итак, F„ = V* и 
нормальна в G. Тогда максимальной $ -подгруппой группы G, содержащей F * , 
будет F„ Gy = F. Итак, V = F, и в этом случае сопряженность доказана.

в) Пусть М содержит я'-холловские подгруппы группы G. Тогда V П М = (Vn 
П М) Gy и F П М = (F„ П М) Fy . По индукции V П М = (F П М)т  , где m е М. 

Отсюда подгруппы F™. и Gy будут я'-холловскими из V П  М, и следовательно,

сопряжены элементом подгруппы V П М. Поэтому можно считать Fy = G™. 

Итак, F = G™ . Обозначим S = 0*(G ) Gy . Тогда F с  0 „(G ) G ™ = Sm. Подгруппы 
Vm и F содержатся в Sm, и, если | SI < IG  | , то по индукции V и F сопряжены. 
Итак, G = F* 0*(G ) Gy . Теперь V и F сопряжены по лемме 3. Сопряженность V 
и F доказана. Теорема доказана.

Следствие. Пусть $  =  £*©„■ и = 1„|>у , где •£> -  класс Фиттинга. Тогда 
всякий Щ -инъектор я-разрешимой группы G, я'-холловская подгруппа которой 
принадлежит будет $*-инъектором группы G.

Лемма 6 . Пусть F -  класс Фиттинга и F -  %  -инъектор я-разрешимой груп­
пы G. Тогда существует я'-холловская подгруппа группы G перестановочная 
eF.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть р = n(F). Так как р с  я, то G -  р-разрешимая 
группа. Сначала докажем, что существует р'-холловская подгруппа группы G, 
перестановочная с F. Допустим противное. Пусть G -  группа наименьшего 
порядка среди всех, для которых лемма неверна. Пусть N минимальная нор­
мальная подфуппа группы G. Обозначим через £" множество Фиттинга группы 
G, которое индуцируется классом % По VIII. 2.15 из [1] множество f G/N = 
{SN /N IS  -  ^-инъектор в SN} будет множеством Фиттинга группы G/N и FN/N 
будет ^ -и н ъ е к го р о м  группы G/N. Так как | G/N I < | G (, то по индукции суще­
ствует р'-холловская подгруппа G P' N /ІМ группы G/N, перестановочная с FN/N. 
Тогда GP' FN будет группой. Если N -  р'-группа, то N с  Gp' и GPF будет груп­
пой. Итак, N -  абелева p-группа. Тогда N c G j c F  и GP' F -  группа. Переста­
новочность GP’ и F доказана.

Теперь, ввиду я-разрешимости фуппы Gp' F в Gp. F существует я'-хол­
ловская подгруппа Gy перестановочная с р-холловской подгруппой F группы 
Gp' F. Лемма доказана.
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Лемма 7. Пусть F -  -инъектор я-разрешимой группы G, р = 71( F )  и Gp' -  
р'-холловская подгруппа группы G, перестановочная с F. Если р'-подгруппа Р

перестановочна с F, то Р £  G£., где х е NG(F).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G -  минимальный контрпример и N -  мини­
мальная нормальная подгруппа группы G. Пусть &  -  множество Фиттинга 
группы G, которое индуцирует в G класс $  и #g/n -  множество Фиттинга груп­
пы G/N. Так как для G/N условия леммы выполняются, то PN/N с  (Gp-N/N)xN , 
где xN е N ^ (F N /N ). Ввиду пронормальности F в G N c/^FN/N) = NG(F) N/N.

Итак, PN/N е  G*- N/N, где x e N0 (F). Если N -  р'-группа, то P с  G £ , и лемма 

верна. Итак, N -  абелева р-группа. Тогда N £  F £  NG(F) и Р с  G™ , где п е N.

Следовательно, Р £  G ™ , где хп е NG(F), и лемма доказана.

Теорема 8 . Пусть G -  п-разрешимая группа, ф -  класс Фиттинга и F* -  
Ф* -инъектор группы G. Пусть р = n(F*) и 5  =  6 РФР. Тогда: 1) в G существу­
ет 5  -инъектор F = FPFP, где Fp= F„ и Fp. = Op(Gp. Fp);

2) если F ^ A c G . m o F - S  -инъектор подгруппы А;
3) всякие два % -инъектора группы  G сопряжены.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Подгруппа Fp содержится в некоторой р-хол- 

ловской подгруппе Gp группы G и по лемме 2  будет ф-инъектором в Gp . По 
лемме 6  существует р'-холловская подгруппа Gp' перестановочная с Fp . Обо­
значим Fp' = Op(Gp' Fp). Тогда F = FPFP e Сначала докажем $-мак- 
симальность подгруппы F в G. Пусть F £  R е % Тогда R = Rp. Rp и Rp е 
Не ограничивая общности можно считать Fp с  Rp с  6 Р , Так как Fp -  |)-мак- 
симальна в Gp, то Fp = Rp и F с  Rp. Fp . Тогда FP' с  Rp. . Подгруппа Rp. переста­

новочна с Fp и по лемме 7 Rp. с  GJJ. , где п е NG(FP). Подгруппы Fp и G"- пере­

становочны и так как Rp. нормализуется подфуппой Fp , то Rp. с  Op.(G Fp) = 

F". . Из Fp. с  Rp S  F". следует Fp. = Rp. , и F = R.

1) Пусть N -  нормальная подгруппа группы G. Обозначим К = Gp. Fp f |  N. 
Тогда К =  Np(Fp П  N) и F П  N =  F П  К. По теореме 5  FDK=Op.(Np.(Fp П  N))(FP П  N), 
где Np. и Fp П N перестановочны. По доказанному выше F П N будет $-мак- 
симальной в N. Следовательно, F -  ̂ -инъектор фуппы G.

2) Пусть F c  А с  G. Тогда Fpc A pc G p и Fp - фр-инъектор подгруппы А. По 
лемме 6  существует р'-холловская подфуппа Ар. из А перестановочная с Fp . 
Так как Gp. и Fp перестановочны, то по лемме 7 А ", с  Gp. , где п е NG(FP). Тогда

А " 1 перестановочна с Fp . Пусть Fp. = Op.(Gp. Fp) и L = Ор-(Ар. Fp). Из A ". Fp c  

Gp. Fp следует Op.(AJ} Fp) = L" с  Fp. . Кроме того, Fp. £  a£. с  Gp. и нормализует­

ся подфуппой Fp . Поэтому Fp. с  L" Итак, F = Op(A£. Fp), и no 1) F -  ^-инъектор 

подгруппы A.
3) Пусть F = Fp. Fp -  построенный нами $-инъекгор, a  V  = V p.V p -  произволь­

ный ^-инъектор группы G. Сопряженность подфупп F и V  докажем индукцией 
по IG I . Пусть М -  максимальная нормальная подгруппа группы G. Тогда М 
содержит либо р'-холловские, либо р-холловские подгруппы группы G.

а) Пусть М содержит р'-холловские подгруппы группы G. По индукции F П М 
=  (V D  М)*, где х е  М. При этом F П  М =  FP(FP П  М) и V  Л  М =  V p.(V p Л  М). По­
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этому Fp. = Vp.. Теперь подгруппы F и V* содержатся в NG(Fp.) и по 2 будут 

J-инъекторами этой подгруппы. Если I Ng(Fp) I < IG  | , то утверждение дока­

зано. Итак, Fp. = Vp. нормальна в G. Подфуппы Fpf |  М и V * f |  М будут р-хол-

ловскими в F п  м. Поэтому Fp n  М = V ^ n  м, ye F П М. Так как Fp П М -  
^-инъектор подгруппы М, то Vpf l  М -  тоже. Пусть Fpc G p . Тогда Fpf| М = Fpf| 
Мр , где Мрс  Gp . Аналогично. V ^  П М *  V ^ f l  Мр. Так как Мр нормальна в Gp и

Gp /  Мре 2d, то по лемме из [4] Fp = Vpy t, где t е Gp . Тогда F = Fp. Fp = Vp. Vpxyt и

сопряженность F и V доказана.
в) Итак М содержит р-холловские подфуппы фуппы G. Тогда F П М = (Fp. П 

М) Fp и V П М = (Vp. П M)VP . По индукции F П М = (V П М)т , где т  е М. Так как 

Fp и V™ -  р-холловские подгруппы из F П М, то Fp = Vp k , где k е F П М. Тогда 

Vp -  |)-инъектор группы G. Пусть Fpc G p и Gp. перестановочна с Fp . Обозна­

чим V* = Vя*. Тогда V* -  5-инъектор фуппы G и V‘ = Vp* Fp . Так как V* -  $-мак­

симальна в G, то V*- будет максимальной р'-подфуппой, которая нормализу­

ется подгруппой Fp . По лемме 7 V ^ c G j ,  где п е NG(FP). Тогда Vp. = Op.(Gp- 

Fp) = F". . Теперь V*= V*- V *=  FjJ. Fp = Fn. Так как F и V* сопряжены, то F и V

тоже. Теорема доказана.
Теорема 9. Пусть F = !*■ !)„  , где 1  и f> -  классы Фиттинга, F* -  

р я-инъектор п-разрешимой группы G, р = n(F„) и Gp. -  р'-холловская подгруп­
па группы G, перестановочная с F * . Пусть S = Op.(Gp.Fp). Если в S сущест­
вует Iz -инъектор F „-, всякие два 3^-инъектора из S сопряжены в S, и из F„. 
с  А £  G следует, что F*. -  3̂ -инъектор подгруппы А, то:

1) подгруппа F = F*. F* , где F*. и F„ перестановочны, будет $-инъ- 
ектором группы  G;

2) если F c A c G ,  mo F -  $  -инъектор подгруппы А;
3) всякие два $  -инъектора группы G сопряжены.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала докажем $  -максимальность подгруппы F 

в G. Пусть F с  R с  ?. Тогда R = R„. R , , где R,. е £  и R* е |>. Если F, с  R * , то 
ввиду фл-максимальности F, в G получим F* = R * , Теперь F с  R*. F „ . Подгруп­

пы R, и F* перестановочны и по лемме 7 R , c G p .,  где n е NG(FTt). Тогда R- с

Op(G p' F«) = Sn. Так как F* -  ЗЕу-инъектор в S " , то F*.= Rn. . Тогда F = R.

1) Пусть N -  нормальная подфуппа группы G и $* = ©РФ Р . Тогда по теоре­
ме 8  F* = Op(Gp)FK будет 5*-инъектором группы G и F £  F*. Теперь F* П N = 
ХН, где Н - ф л-йкьеіаор подгруппы N, а X = Op.(Np.H) для некоторой подгруппы 
Np- перестановочной с Н. Следовательно, F D N  = F n F * r i N  = F n X H  = ( F n  
Х)Н. Так как X нормальна в ХН и X -  р'-подфуппа, то F П X = Fp. П X и будет I * -  
инъ-екгором в X. По доказанному выше F П N -максимальна в N. Следова­
тельно, F -  $  -инъектор фуппы G.

2) Пусть F с  А £  G. Так как F, с  А, то F, -  ^„-инъектор подгруппы А. По 
лемме 6  существует подфуппа Ар. перестановочная с F * . Так как Gp. переста­

новочна с F* , то Ар. с  Gp. , где n е Ne(FK). Теперь из F £  Ар. F„ следует F„. £
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0 P'(AP'F„) с  0 P’(G p- FJ = S " . Так как Fy -  I y -инъектор в Sn, то и в Op(Ap.F4). То­

гда по 1 F будет 5 -инъекгором подгруппы А.
3) Пусть F = Fy F, и V = Vy V* -  5 -инъекгоры группы G. Сопряженность F и

V докажем индукцией по |G|. Пусть М максимальная нормальная подгруппа 
группы G. Тогда М содержит либо я'-холловские , либо я-холловские подгруп­
пы фуппы G.

а) Пусть М содержит я'-холловские подфуппы. Тогда F П М = Fy (F ^fl М) и
V П М = V*. (V, П М). По индукции F Г) М = (V Г) М)т , где m e М. Так как F* и 

V ?  нормальны в F П М, то Fy = V ? . Теперь подфуппы F и V "  содержатся в 
NG(Fy). Если | NG(Fy)| < |G|, то утверждение верно. Итак, Fy = Vy и нормальна в 

G. Так как F *n  М и V™ n М будут я-холловскими подгруппами F П М, то они 

сопряжены 9  F П М. Итак, можно считать F *n  М = V™ f| М, где m е М. Пусть F* 

П М с: М, с  G, . Тогда F* П М* -  -?>-инъеюгор подгруппы М* . Так как G* / М* -  

нильпотентна, по лемме из [4] получим Fn = V^155, где s е G * . Тогда F = Fy F„ = 

VyV™  = V ms, и в этом случае утверждение доказано.

в) Итак, М содержит я-холловские подгруппы группы G. Тогда F  П  М = ( F y f l  

М) F *  и V  П М = (V y  П M ) V „ . Причем F  П М = ( V  П М)т , где т  е М. Так как F *  и 
V lJ 1 -  я-холловские подгруппы из F  П  М, то они сопряжены элементом из М. 
Теперь не офаничивая общности можно из класса сопряженных с V  подгрупп 
выбрать такую, для которой V *  = F , . Итак, пусть V  = V y  F *  . По лемме 7 V y  с  

Gp., где п e N e (F y ) .  Тогда V  с  (Gp. F „ )n. Итак V  n‘\  F c  Gp. F *  и по 2) будут

$ -инъекторами в GP' F* . Если | Gp> F, | < |G|, то по индукции F и V сопряжены. 
Итак, G = GP' F „ . Теперь S = Op<G), и так как Vy нормализуется подгруппой F * , 
то Vy с  0 P'(G). Тогда F, V £  Op-(G) F„ . Если | Op(G) F„ | < |G|, то утверждение 
справедливо. Итак, G = Op-(G) F* . Теперь по теореме 5 F и V сопряжены. 
Теорема доказана.

Следствие 1. Теорема 9 справедлива при ЗЕу = ©у и ЗЕу = ©q, где q е я'. 
Следствие 2. Если в условии теоремы 9 подгруппа S разрешима, то 1)-3) 

выполняются для любого класса Фиттинга ЗЕ.
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S U M  M A  R Y 
In this paper property on injectors for products o f Fittitg classes and is de­

scribed. A representative o f such injectors In the form o f the product o f 
3E* -injector and в*, -injector o f some subgroups o f the given group Is obtained.
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