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Стабильные квазипорядки на 
подполугруппе LRi(V) и главных факторах 

полугруппы линейных отношений
Автор продолжает изучение полугруппы линейных отношений [1], то есть 

полугруппы частичных многозначных линейных преобразований векторного 
пространства над телом. В данной работе описаны стабильные квазипорядки 
(транзитивные и рефлексивные частичные бинарные отношения) на подполу
группе LRi(V) и главных факторах полугруппы линейных отношений.

1. Предварительные сведения. Пусть V -  векторное пространство над 
произвольным телом F. Бинарное отношение а с  V х V между элементами 
множества V, называется линейным, если оно является подпространством 
пространства V © V. Другими словами, линейное отношение -  это множество 
пар ( х , у ), где х , у е V, замкнутое относительно операций сложения и умно
жения на элементе из F.

Множество LR(V) всех линейных отношений на пространстве V является, 
как известно [1], полугруппой относительно операции умножения бинарных 
отношений.

Для любых а e F, N с  F, а е LR(V) обозначим через аа, Na, а'1 множества 
аа = {(х  ,а у : (х  , у )е a}, Na = {аа : а е N}, а’1 = {(х  , у ) : (у ,х )€ а}.

При изучении линейных отношений а € LR(V) будем рассматривать сле
дующие подпространства пространства V:

р^а = { х е V : (3 у еV), ( х , у )€ a}; ker а = { х е V : ( х , о ) е а}; 
рг2а = {у  е V : (Эх eV), ( х , у )е а}; сокега = {у  е V : ( о , у ) е а}.

Ясно, что ker а с  pr-ia, сокег а с  рг2а.
Для произвольного подпространства В с  V обозначим сов = { (х , о ): х е В}.
Ранг линейного отношения а е LR(V) определяется формулой rank а = 

dim pr,a / кег а.
Известно, что rank(ab) < rank а и rank(ab) < rank b, для любых a, b e  LR(V). 

Поэтому множество LR r(V) всех линейных отношений а € LR(V) таких, что 
rank а < г, 1 < г < п, образует идеал полугруппы LR(V).

Приведем описание идеалов и эквивалентностей Грина на полугруппе 
LR(V).

Предложение 1. Все идеалы полугруппы LR(V) являются главными и ис
черпываются подполугруппами LRr(V), 1 < г < dim V.

Предложение 2. Два элемента a, b е LR(V) будут R-эквивалентны 
(соответственно L-эквивалентны) тогда и только тогда, когда pr,a = рг-,Ь и 
ker а = ker b (pr2a = рг2Ь и сокег а = сокег Ь). Два элемента a, b e  LR(V) будут 
D-эквивалентны тогда и только тогда, когда rank а = rank b.



о5.
Пусть V-i, V2, V3, V4lc V -  некоторые подпространства V, причем V2 с  V-,, V4 

с  V3; dim \Л,Л/2 = dim \/зЛ/4 = R(V1r V2) (соответственно L(V3, V4); H(V2, V3, V4)) 
-  множество всех линейных отношений а е LR(V) таких, что рпа = \Л, кег а = 
V2 (соответственно pr2a = V3, coker а = V4; рпа = V,, кег а = V2, pr2a = V3, 
coker а = V4).

Предложение 3. Множества R(V1, V2) (соответственно L(V3, V4) и только 
они, являются R -классами (L-кпассами) полугруппы LR(V), содержащимися в 
D;;. Множества H(V1, V2l V3, V4) и только они, являются Н-классами подгруппы 
LR(V), содержащимися в D5.

Приведенное описание аналогично описанию эквивалентностей и классов 
Грина на полугруппе LR(V) для конечномерного V, данному в [2], поэтому до
казательство всех трех предложений мы опускаем.

Все остальные необходимые обозначения и определения можно найти в
[3].

2. Инвариантные квазипорядки полугруппы прямоугольных линей
ных отношений. Рассмотрим некоторые стабильные квазипорядки полугруп
пы прямоугольных линейных отношений LR^V), которые будут нам необхо
димы для описания стабильных квазипорядков полугруппы линейных отноше
ний.

Обозначим со = <в0 = { (о , о )}. Ясно, что для любого а е LRi(V) имеем а = юА 
cog1, где рпа = А, рг2а = В. Заметим, что LR^V) является прямоугольной связ
кой, и в частности вполне простой полугруппой.

Квазипорядок а полугруппы прямоугольных линейных отношений будем 
называть инвариантным квазипорядком ст, если для любых a, b e  LR^V) и с, d 
е LR(V) из астЬ следует cadacbd.

Ясно, что инвариантный квазипорядок является стабильным.
Пусть ст -  стабильный квазипорядок полугруппы LRi(V). Для любых 

подпространств А  и В, удовлетворяющих условию шАст шв, существуют такие 
кардинальные числа v,, что dim А/АЛВ < Vj. Минимальное среди этих карди
нальных чисел обозначим через v (ct). Существуют такие кардинальные числа 
v1i( что dim В/АЛВ < v-ц. Минимальное среди этих кардинальных чисел обозна
чим через v^a). Для любых подпространств С и D, удовлетворяющих условию 
coq1ctco51. существуют такие кардинальные числа v j , что dim C/CHD < v j . 
Минимальное среди этих кардинальных чисел обозначим через v '(ct). 

Существуют такие кардинальные числа , что dim D/CflD < . Минималь

ное среди этих кардинальных чисел обозначим через v -| (ст).
Обозначим через v(V) множество кардинальных чисел, определяемое ус

ловиями:
если dim V > ><0, то v е v(V) тогда и только тогда, когда v = 1 или ><0 < v < 

(dim V)', где (dim V)' -  кардинальное число, следующее за числом dim V;
если dim V  < ><0 , то v £ v(V) тогда и только тогда, когда v = 1 или v = 1 + 

dim V.
Определим отношения ct̂ v), ct2(v-,), ct3(v'), a4(v i ), где v, V1, v\ v i  e v(V), на 

полугруппе LR^V) следующим образом:
юд(о51ст1(у)(овш51 тогда и только тогда, когда dim А/АЛВ < v; 

ша ш51ст2(у 1) соВ(о51 тогда и только тогда, когда dim В/АЛВ <

Обозначим D-класс, состоящий из элементов ранга 0 < £, < dim V, через

76



coaco51cj3(v’) ювсо51 тогда и только тогда, когда dim C/CRD < v'; 

coa coc1ct4 (v 1 тогда и только тогда, когда dim D/CflD < v 1 .

Далее, определим отношение a(v, v,, v', v 1 ) на полугруппе LR^V), полагая 

ct(v , v1t v', v ) = c ^ v )  П a 2(vi) П a(v') f l o ( v 1 ).

Теорема 1. Отношение a(v, vi, v', v\) является инвариантным 
квазипорядком полугруппы LR^V). Любой инвариантный квазипорядок 
полугруппы LRi(V) совпадает с одним из отношений cj( v , v-i, v', v  1 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о  этой теоремы осуществляется непосредственной 
проверкой аналогично теореме из [4].

3. Стабильные квазипорядки главных факторов полугруппы линей
ных отношений. Построим вполне о-простую матричную полугруппу, изо
морфную полугруппе LR n+1(V) \ LR n(V), 1 < n < Х 0 , dim V, и изучим стабиль
ные квазипорядки главных факторов полугруппы LR(V).

Пусть Dn -  D-класс полугруппы LR(V), г -  некоторый символ, не содержа
щийся в Dn. На множестве D„ = Dn U {z} определим операцию (*): для любых 
а, b € Dn положим

fab, если rank ab = п; 
а * b = <

[z, если rank ab < n;

z * z = z * a = a * z = z
Относительно этой операции D* является, как легко показать, полугруп

пой, изоморфной главному фактору полугруппы LR(V) -  LR n+1(V) \ LR n(V).
Пусть Vn -  некоторое фиксированное n-мерное подпространство из V, Нп -  

Н-класс H(Vn , о , \Л, о). Очевидно, Нп совпадает с полной линейной группой 
GL(Vn). Обозначим через £п единицу группы Нп ; через Rb Lx -  R-кпассы и, 
соответственно L-классы, содержащиеся в Dn , через 1п, Лп -  множества всех 
индексов i и X. Тогда всякий Н-класс, содержащийся в Dn , можно представить 
в виде НЛ = R| П Ц  • Для любых i е 1п, X е Лп существуют подпространства А, 
В, С, D с  V такие, что dim А/В = dim C/D = п и R| = R(A, В), Lx = L(C,D). Пред
ставим А и С в виде A = B ® A 1, C  = D ® C 1 , где dim Ат = dim С-, = п. Пусть d, -  
фиксированное биективное линейное отображение А-, на V n ; d* -  фиксиро
ванное биективное линейное отображение Vn на Ci; а, е Rj и aj. е Lx линей
ные отношения щ

а, = < ( х  + j ,  z )  : х е В, (у , z )  е d, >,
ах= < ( z ,  х + у ) : х е D, ( z , y )  е dx >.

Отсюда следуют очевидные две леммы.
Лемма 1. ах а, е НП или rank а* а, < п при любых X е Лп, І е [п.
Лемма 2. Каждой тройке (i, g, X) (i е In, g e Hn , X e Лп) соответствует вза

имно однозначно линейное отношение а = а, g ах , такое что rank а = п.
Лемма 3. Полугруппа D* изоморфна регулярной рисовской полугруппе 

М°(1П, Нп , д п, Рп) матричного типа с сэндвич-матрицей Pn = (pxj) над группой с 
нулем Нп , т.е. полугруппа D„ вполне о-простая.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим
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_ Га^аj , если ranka^aj=n ;
tz, если rankaxa j< n .

Имеем pxj e н* = Hn U {z>. Обозначим через Pn = (рч) Лп ln -  матрицу над
группой с нулем н* • Отметим, для каждого X е Лп найдется j е Г  такой, что
pxj ф z. Аналогично для каждого j е 1п найдется X е Лп, что pxj *  z.

Отождествим все тройки вида (i, z, X), і е Іп, X е Лп, обозначив их через ©. 
Положим

М = {(i, g Д ) : i е 1", g € НПД  6 Лп} U {©}.
На множестве М определим операцию (о) следующим образом:

, [(і.дРзу9'.й). если pxj * z,
О, 9. X) (о) 0. 9. и) |01 если pxj = z.

Легко проверить, что М относительно операции (о) является полугруппой. 
Определим отображение ip, полагая acp = (i, g, X), где а = aiga*. е Dn, (i, g, X) 

6 М. Положим zcp = 0. Полугруппа Dp изоморфна регулярной рисовской полу
группе М°(1п, Нп , Ап, Рп) матричного типа с сэндвич-матрицей Pn = (Pxj) над 
группой с нулем Н* . Этот изоморфизм осуществляется описанным выше ото

бражением ф. Следовательно, полугруппа D* вполне о-простая.
Лемма доказана.
Следствие. Главный фактор LR n+i(V) \ LR n(V) полугруппы LR(V) изоморфен 

регулярной полугруппе М°(1п, Нп , Ап, Рп) матричного типа с сэндвич-матрицей
Рп = (ру) над группой с нулем Н*, т.е. полугруппа LR n+1(V) \ LR n(V) вполне 
о-простая.

Доказательство очевидно.
Лемма 4. Пусть р -  стабильный квазипорядок полугруппы М. Если (i, g, X) 

p(i', g', X') при і * і' или X ф Х', то р -  универсальный стабильный порядок. 
Доказательство аналогично доказательству леммы 3 из [3].
Следствие. Пусть р -  стабильный квазипорядок полугруппы D* , отличный

от универсального. Тогда apb влечет равенство рг,а = рглЬ, ker а = кег Ь, 
сокег а = сокег Ь.

Д о к а з а т е л ь с т в о  осуществляется непосредственной проверкой. 
Пусть N -  нормальная подполугруппа группы Нп , то есть для любого geH n 

имеем gN = Ng и йп е N.
ИзвестЙо, что стабильный квазипорядок на группе однозначно определя

ется инвариантной подполугруппой.
Пусть отношение p'N является стабильным квазипорядком группы Нп, опре

деляемое нормальной подполугруппой N.
Определим следующим образом бинарное отношение pN на М:

(i, gi, X) pN (Г, g2, V) тогда и только тогда, когда g,p'N g2 и i = \‘,Х = Х'.
-1

Далее, определим отношения Е(1; N), Е(2; N), Е (2; N) на М:
Ц1; N) = {(©, ©)} U рм;
Z(2; N) = {©} х М (J pN;
-1
I  (2; N) = М х {©} U Pn-

-1
Обозначим Ф = {Е( 1; N), Е(2; N), Z (2; N )}.
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Лемма 5. Отношения из Ф являются стабильными квазипорядками на М. 
Любой стабильный квазипорядок на М совпадает с одним из Ф отношений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  осуществляется непосредственной проверкой. 
Элементами фактор-полугруппы LRn+1(V) \ LRn(V), которые отличны от 

LR(V), являются одноэлементные подмножества, содержащие элементы из 
LR(V). В дальнейшем мы будем одноэлементные подмножества из LR n+1(V) \ 
LRn(V) отличные от LR n(V), отождествлять с элементами этого множества.

Отметим, что ненулевые Н-классы полугруппы LR n+i(V) \ LR n(V) совпадают 
с Н-классами полугруппы LR(V), содержащимися в Dn .

Каждый ненулевой Н-класс полугруппы LR„+1(V) \ LRn(V), являющийся груп
пой, изоморфен фуппе GL(Vn). В силу леммы 5 тройка стабильных квазипо
рядков на LRn+1(V) \ LR n(V) находится во взаимно однозначном соответствии с 
нормальными полугруппами произвольного ненулевого Н-класса из LR n+i(V) \ 
LR n(V), являющегося группой.

С помощью изоморфизма ф'1 определяются стабильные квазипорядки, со
ответствующие рм е Ф на полугруппе LRn+1(V) \ LR„(V).

Из выше приведенного рассуждения следует теорема.
Теорема 2. Главный фактор LR n+i(V) \ LRn(V) (1 < n < ><0, dim V) подгруппы 

LR(V) является вполне о-простой полугруппой. Тройки стабильных квазипо- 
рядкоэ на LR n+1(V) \ LRn(V) находятся во взаимно однозначном соответствии с 
нормальными полугруппами [5] произвольного ненулевого Н-класса из 
LRn+i(V) \ LR n(V), являющегося группой. Пусть N -  такая нормальная подполу
группа и pN е Ф. Тогда (с, d) е pN тогда и только тогда, когда существуют а, b 
е LR n+i(V) \ LRn(V) такие, что с, d е aNb.

Замечание, Если F -  поле, то в [6] дано описание нормальных подполуг
рупп полной линейной группы.
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S  U М М A R Y 
The work represents the description o f standard quasiorder by the sub

semigroup LR1(V) and main factors of a semigroup.of linear relation.
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