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О фраттиниевой двойственности 
в теории классов Фиттинга

Основополагающим результатом в теории формаций конечных групп 
явилась следующая известная характеризация локальных формаций, полу­
ченная Гашюцом, Любезедер и Шмидом [1,2]: формация $  локальна в том и 
только в том случае, когда £ насыщена, то есть из того, что G/Ф (G) е $  все­
гда следует, что группа G из % Как вытекает из [3], аналогичная характериза­
ция локальных классов Фиттинга с использованием подгруппы 4/0(G), двойст­
венной подгруппе Фраттини Ф (в) группы G, невозможна. Напомним, что под­
группа 4/0(G) была введена и изучалась Гашюцом [4] как подгруппа из G, по­
рожденная всеми минимальными подгруппами группы G. Дёрком и Хауком [5] 
(см. также [6]) было предложено использовать для характеризации классов 
Фиттинга фраттиниеву двойственность в следующем смысле. Пусть т -  опе­
ратор замыкания и y,(G) -  наименьшая нормальная подгруппа группы G та­
кая, что T(y7(G) П М ) э  т(М) для всех M « G . Класс Фиттинга £ называют т-на- 
сыщенным или Е^-замкнутым, если из того, что h/7(G) е всегда следует, 
что G 6

Естественней, как и для формаций, поиск характеризаций т-насыщенных 
классов Фиттинга. Дёрк и Хоукс сформулировали следующую общую пробле­
му характеризации т-насыщенных классов Фиттинга.

П р о б л е м а [7, с. 829]. Д ля данного оператора замыкания т (S„ < т) ка­
кие классы Фиттинга в 6  являются т-насыщенными ?

В настоящей работе найдено счетное множество примеров семейств клас­
сов Фиттинга, для которых возможна такая характеризация.

Группу G называют комонолитической, если она имеет единственную мак­
симальную нормальную подгруппу. Рассматриваются только конечные раз­
решимые группы.

Мы неоднократно будем использовать следующие известные свойства ко- 
монолитических групп [8], которые сформулируем в виде следующей леммы.

Лемма 1. Справедливы следующие утверждения:
1) если N -  нормальная подгруппа группы G, G/N -  комонолити- 

ческая группа и S -  минимальное субнормальное добавление 
к N в G. то S -  комонолитическая группа :

2) если Ni, N2 -  такие нормальные подгруппы группы G, что 
N ^ c  G, N-, П N2= 1 и G/Nj -  комонолитическая группа (i=1, 2), 
и S -  минимальное субнормальное добавление к N-|N2 в G, то 
S -  такая комонолитическая группа, что S/S П N, s  G/Nj для 
i= 1, 2. Кроме того, если G/NtN2 является р-группой, то 
S/(S П N-,) (S flNг) -  нетривиальная циклическая р-группа:
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3) если ft -  класс Фиттинга u p -  такое простое, что (G-,)s -  
единственная максимальная нормальная подгруппа индекса р 
в группе G-, и G - комонолитическая не р-совершенная группа 
из ft, то существует комонолитическая группа S со сле­
дующими свойствами:

a) S имеет такие нормальные подгруппы  S', и S2, что 
S,C\SZ= 1, S/S |S2 -  циклическая нетривиальная р-группа 
и S/S; = Gj для i = 1,2;

b) S5 -  максимальная нормальная подгруппа из S индек­
са р.

Непосредственной проверкой легко установить, что справедлива 
Лемма 2. Для каждого локального класса Фиттинга ft и любой комоно- 

литической группы G e  J  с максимальной нормальной подгруппой индекса р 
регулярное сплетение GwrCpe ft.

Пусть т е й  и тт  -  оператор, сопоставляющий каждому классу групп I  
пересечение тт1 всех тех m-кратно локальных классов Фиттинга [9], являю­
щихся формациями, которые содержат I .  Легко видеть, что I  с  ТтЗЕ = и
из того, что I  является подклассом класса групп ф, следует тт 1  с  тт |>, то есть 
тт  -  оператор замыкания. Кроме того, очевидно Sn < тт  , где Sn -  оператор 
нормальной наследственности. В случае, когда I  = {G}, мы будем обозначать 
xm{G} через i mG.

Следующая теорема дает ответ на указанный во введении вопрос для 
счетного множества примеров семейств классов Фиттинга и классифицирует 
локальные классы Фиттинга, являющиеся формациями.

Теорема. Пусть §  -  m-кратно локальный класс Фиттинга ( т  > 1). Тогда 
и только тогда ft является формацией, когда 5  тт-насыщен.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть $  -  m-кратно локальный класс Фиттинга, ко­
торый является формацией. Покажем, что класс ft является тт -насыщенным. 
Предположим, что это не так. Пусть G -  группа наименьшего порядка, такая 
что Ч'т(С) 6 ft и G ~ё ft. Пусть М -  любая максимальная нормальная 
подгруппа группы G. Вначале установим, что v|/T (М) с  V xm(G). Пусть К -

любая субнормальная подгруппа группы М. Тогда, очевидно, К так же 
субнормальна в G и поэтому

тт К = тт (К П ¥ t m (G)) = тт (К П (М П щ т (G))).

Следовательно, М/Тт ( М ) с М П  v|/T(n (G) £  (G)- Отсюда y Xm (М) е ft и

по индукции Me ft. Значит, М = Gs и G -  одноглавая группа.
Так как G е i mG и G5 -  нормальная подгруппа из G, то G^ <= TmG. 

Следовательно,
^mGj С TmG.

Если TmGs = TmG, то G е TmG j . Но TmGs с  тт ft •= ft и поэтому G е ft. 
Получили противоречие. Таким образом, TmGs c t mG и поэтому G= 4>тт  (G) 6 ft,

что невозможно.
Докажем обратное утверждение. Пусть ft тт -насыщенный класс Фиттинга. 

Покажем, что в этом случае ft является формацией. Выделим два этапа при 
доказательстве этого утверждения.

1. Докажем, что ft -  радикальный гомоморф.
Предположим, что ft не является радикальным гомоморфом. Выберем 

группу G минимального порядка такую, что G е ft и G/K~e ft для некоторой 
нормальной подгруппы К группы G. Тогда в группе G/К  существует такая суб-
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нормальная подгруппа Н /К ’ё  все собственные нормальные подгруппы ко­
торой являются g-группами. Пусть L/K -  fr-радикал группы Н/К. Согласно 
выбору группы G, мы можем положить L = G. Следовательно, G/K -  группа с 
единственной максимальной нормальной подгруппой (G/K)s . Но тогда индекс 
|G/K : (G/K)qj I = р, где р -  некоторое простое число. Пусть S -  минимальное 
субнормальное добавление к группе К в группе G. Так как G е 5- то S е £ 
и по утверждению 1 леммы 1, S -  комонолитическая группа. Кроме того,
G/Ks S/SPl К "ё$ . Но тогда, согласно выбору группы G, мы можем положить S
= G и группа G является комонолитической группой из $. Так как G е xmG и 
класс TmG -  радикальный гомоморф, то G/K е xmG. Следовательно, имеет 
место включение

t m(G/K) с -cmG. (1)

Так как G -  комонолитическая группа, то G имеет единственную 
минимальную нормальную подгруппу М. Отсюда мы получаем, что тт М с  xmG.

Предположим теперь, что справедливо равенство

^ліМ -  xmG . (2 )

Пусть G = G/К. Так как G -  комонолитическая группа с максимальной нор­
мальной подгруппой Gs и | G : Gs| = р, и G -  комонолитическая не р-совер- 
шенная группа из $, то, по утверждению 3 леммы 1 , существует комонолити­
ческая группа R со следующими свойствами:

(а) R имеет такие нормальные подгруппы и R2, что R-i Г) R2 = 1. R/R1R2-  
циклическая нетривиальная р-группа, R/R-, = G, R/R2s G  и R ^/R ^M , Rs/R2= Gs.

(б) Rs -  максимальная нормальная подгруппа индекса р в группе R.
Но тогда R/R-) € t mG и, ввиду (1), R/R2e i mG. Следовательно, ввиду того, 

что группа R / R ^  нильпотентна и по лемме 5 из [10] t mG -  класс Локетта, по 
обобщенной ква зи ^-л е м м е  [7, Х.2.1] вытекает, что Re xmG, и поэтому спра­
ведливо включение

•Cm R S TmG.
С другой стороны, ввиду (а), группа G является гомоморфным образом 

группы R,n поэтому G eQ (tm R) = xm R. Следовательно, xmG с  xmR и мы дока­
зали равенство тт  R = xmG. Аналогично, из того, что М е QRs c  Q (im Rs)=xm Rs, 
следует тт М с  xm Rs .

Таким образом, ввиду предположения (2), мы получили, что

t mG — тт М с  Тщ R ^c тт R — TmG.

Значит, xm R^= тт  R. Это означает, что vj/Tm (R) с  RStn поэтому (R) e %

Но по условию класс £  тт -насыщенный, и поэтому Re $  , что противоречит 
условию (б). Следовательно, предположение (2 ) невозможно. Остается при­
нять случай, когда имеет место включение

тт М с  t mG. (3)

Рассмотрим регулярное сплетение Г = Gwr Ср, где Ср -  циклическая группа
порядка р. Пусть М*= М х...хМ  -  подгруппа базисной группы G* сплетения Г

р
(напомним, что в данном случае М = GXmM -  максимальная нормальная под­

группа индекса р в G). Так как Г/М’ s (G/M) wr Ср, то Г/М* s Ср wr Ср. Но, по 
свойству сплетений [7, А. 18.11], сплетение Ср wr Ср имеет циклическую под­
группу С порядка р2 такую, что пересечение базисной группы из Ср wr Ср с С
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является группой порядка р. Обозначим через С полный прообраз группы С в 
Г. Так как Г/М* нильпотентная группа, то С -  субнормальная подгруппа груп­
пы Г. Более того, из изоморфизма Г/М* = Ср wr Ср следует, что С /М* = С яв­
ляется циклической группой порядка р2 и С П  G*/M* -  подгруппа порядка р 
группы С / М* Так как G -  группа из локального радикального класса t mG, то, 
по лемме 2, Г е x,r,G. Но тогда из того, что С «  Г, следует, что С е -rmG. Сле­
довательно, тт  С с  t mG.

С другой стороны, по лемме 5 из [10].класс Фиттинга тт С является клас­
сом Локетта. Поэтому из того, что C g  G*. по лемме Х.2.1 а) [7],следует, что 
Гетт С . Но тогда и группа G е тт С . Следовательно, TmG с  тт С и поэтому 
справедливо равенство

тт  С = ТтС.

Но, ввиду леммы 2, Г е xmG и поэтому тт  Г с  t mG. С другой стороны, так как 
С << Г, то тт  С с  тт Г.

Таким образом, учитывая доказанное выше равенство, мы показали спра­
ведливость следующих равенств:

тт С = TmG = тт Г. (4)

Пусть теперь F -  минимальное субнормальное добавление к подгруппе М* 
в группе С . Тогда, очевидно, t mF с  тт С . Если бы F с  G*, то и С с  G*, что 
невозможно. Поэтому F £  G* и из того, что xmF, по лемме 5 из [10] -  класс Ло­
кетта, вытекает, по лемме Х.2.1 а) [7], что Г е TmF. Следовательно, ввиду ра­
венства (4), тт С = тт Г с  TmF и поэтому имеет место равенство

TmF = "tm С -  t mG. (5)

Так как С /М* -  комонолитическая группа, то, по утверждению 1 леммы 1, 
добавление F к М* является также комонолитической группой. Кроме того, 
ввиду изоморфизма F/F П М ’ = С /М*, группа F/F П М* -  циклическая порядка 
р2 и F П G* -  ее максимальная нормальная подгруппа. Покажем теперь спра­
ведливость равенства

xmF = Tm(F n  G*). (6)

Если CTm(FnG*)£ G*, то, ввиду того, что, по лемме 5 из [10], класс Фиттинга

i m(Ff|G*) является классом Локетта, по лемме Х.2.1 а) [7],следует ГeTm(F HG*).
Но, вспоминая, что С «  Г, имеем С eTm(F f|G*)^n поэтому из субнормально­
сти F в С следует F е t m(F flG*). Значит, t m F c  xm(F f|G*). Обратное включе­
ние очевидно.

Предположим теперь, что CTm(FnG*)£ G* Е сл и  C Tm(F n G *)=  G*- т0  это ПР°'

тиворечит тому, что G *^C  .
Остается рассмотреть случай:

C Tm( F n G ') £  ( G * ) x mM = М * с  G *-

Заметим, что к этому случаю приводят те соображения, что по лемме 5 из 
[10], радикалы прямых произведений групп для локальных классов Фиттинга 
совпадают с прямыми произведениями радикалов этих групп для этих клас­
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сов, и поэтому между радикалами групп G и G* существует взаимно­
однозначное соответствие.

Но подгруппа F f|G *g  М* и поэтому случай CTm(FnG.) с  М* невозможен.

Итак, остается признать, что CTm(pn Q*)C G* и тем самым равенство (6) дока­

зано.
Но тогда из равенства (5) следует, что у  Т|т) (F) с  F f!G *e Следовательно,

из того, что класс Фиттинга §  тт -насыщенный, имеем F е Теперь, ввиду (5), 
в равенстве (1) заменим на imF, равенство (2 ) -  на равенство (6) и, про­
ведя для групп G и F рассуждения, аналогичные рассуждениям, указанным 
выше для групп G и G, мы построим, применяя утверждение 3 леммы 1, та­
кую комонолитическую группу R*, которая не принадлежит Но ц іХт (R*) е &

и ввиду Тщ-насыщенности £  следует, что R*e % Полученное противоречие 
завершает доказательство того, что класс $ -  радикальный гомоморф.

2. Докажем, что % -  класс Фиттинга, замкнутый относительно подпрямых 
произведений.

Это утверждение установим также индукцией по порядку группы G. Пусть 
G -  контрпример минимального порядка. Тогда в группе G найдутся такие 
нормальные подгруппы К і и К2, что G/Kj e ^ n G e S ( i =  1,2), причем К, П К2=1.

Покажем вначале, что если KiK2 с  G, то G -  одноглавая группа с макси­
мальной нормальной подгруппой Gs индекса р, для некоторого простого числа 
р. Предположим, что L/K, -  максимальный нормальный делитель группы G/K^ 
Тогда L /I^e  Кроме того, ввиду изоморфизма L/L П К 2 = LK2/ К2, группа L/L 
П К2 е $ .  Но тогда, применяя индукцию, мы можем считать, что Се Если в 
G /l^  существует другой максимальный нормальный делитель Ц /К і, то ана­
логично L,e 5. Но тогда G = L,L2 е $  и получаем противоречие с выбором G. 
Следовательно, G/K-, -  комонолитическая группа. Аналогично легко видеть, 
что и G/K2 -  комонолитическая группа.

Предположим, что Н -  минимальное субнормальное дополнение к группе 
K iK2 в G. Тогда, ввиду того, что G/K| (І = 1,2) -  одноглавая группа, по утвер­
ждению 2 леммы 1 следует, что Н такая комонолитическая группа, что 
Н/Н П K| 5  G /K ,. Так как | К ,К 2 1 < | G | и К-|К2/ Kje g  (i = 1,2), то ЮіК2 е $. Но тогда 
из того, что С ё  вытекает, что Н Ввиду указанного выше изоморфизма 
Н/НП К|€ $. Тогда, учитывая минимальность выбора группы G, получаем Н = 
G и G -  комонолитическая группа с максимальной нормальной подгруппой Gs 
индекса р.

Применим теперь утверждение 3 леммы 1 для комонолитических групп 
G/К , и G/K2. Согласно этому утверждению существует такая комонолитиче­
ская группа М, которая содержит две максимальные нормальные подгруппы 
Mi и М2 со следующими свойствами: Мі П М2 = 1 , М /М ^ г  -  нетривиальная 
циклическая р-группа и М/М| = G/Kj для i = 1,2. Так как G/Kj е % то по квази-Ro- 
лемме [7, IX.1.13] следует, что M e J .  Так как по лемме 5 из [9] класс Фиттин­
га тт М является классом Локетта, то при данных условиях мы можем приме­
нить усиленный вариант квази^о-леммы [7, Х.1.24], согласно которому 
G/K| = М/М| е -tmM для i = 1,2. Следовательно, Ge тт М и имеет место включе­
ние

TmG с  тт М. (7)
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Таким образом, мы показали, что G -  комонолитическая группа с мини­
мальной нормальной подгруппой индекса р и М -  комонолитическая группа 
из %

Теперь, следуя случаю 1, путем очевидных изменений и замен (1) на (7) и 
групп G на G, a G на М, мы придем к противоречию с тт -насыщенностью 
класса

Для завершения доказательства теоремы осталось выяснить Ro-зам­
кнутость класса $  в случае, когда G = K,K2. В данном случае имеют место 
изоморфизмы К 2 = G/Кт и = G/K2 и, следовательно, G е Получили проти­
воречие.

Теорема доказана.
Если m = 1, то тт -насыщенный класс Фиттинга естественно называть на­

сыщенным.
С ледст вие. Тогда и только тогда локальный класс Фиттинга является 

формацией, когда он насыщенный.
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S и  М М A R Y 
It is proved that if  g  is a m-muitiply local Fitting class, then f t  is a formation i f  and 

only if  \|/Tm (G) e S’, where vjyTm (G) is a minimal normal subgroup o f the group G

such that rm( y Tm (G) П Щ  2  rmM for every subnormal subgroup M  o f G and r ^

I  П {?)/?) is a m-multiply local Fitting class and formation, containing I } .
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