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Метод Хартли для инъекторов 

Н.Т. Воробьев, И.В. ДуДКИН 

Настоящая работа посвящена применению локального метода Хартли к реше

нию задачи описания строения инъекторов конечных разрешимых групп. 

Напомним, что если ~ - класс Фиттинга, то подгруппу ~ группы е; называют ее 

~-инъектором, если V nN является максимальной из подгрупп группы G, принадлежащих 

~ (g-максимальной подгруппой группы G) для любой нормальной подгруппы N из G. 
В § 1 мы решаем задачу Хартли [1] построения инъекторов групп посредством 

радикалов. В частности, установлено, что для класса Хартли р [1], .р-инъекторы группы 

G это, в точности, все те .р-максимальные подгруппы группы G, которые содержат ее 

.р-радикал. Находится также способ построения инъекторов групп посредством ниль

потентных инъекторов их некоторых факторгрупп. 

§ 2 посвящен описанию строения инъекторов групп посредством подгрупп Хол

ла. При этом выделяется обширное семейство локальных классов Фитинга, для кото

рых инъекторы группы факторизуются в виде ее некоторой подгруппы Холла и произ

ведения радикалов для всех непустых значений функции Хартли. 

В § 3 результаты, полученные в предыдущих параграфах, применяются для по

строения примеров инъекторов. 

§ 1. Задача Хартли описании ввъекторов 

В теории конечных разрешимых групп хорошо известен результат Фишера [2] о 

том, что нильпотентные инъекторы (9l-инъекторы) группы G, это в точности макси

мальные нильпотентные подгруппы группы G, содержащие радикал Фиттинга F(G). 
Пусть }: = {1tj : i Е I} - семейство попарно-различных подмножеств п; множества 

Р{I?) такое, что I? = ЦеI 1tj • Функцию h: }: ~ {непустые классы Фиттинга} будем назы

вать функцией Хартли или Н-функцией. Пусть 

Класс Фиттинга р мы назовем классом Хартли, если .р = LH(h) для некогорой 

Н-функции h. В этом случае мы будем говорить, что .р определяется локально 

Н-функцией h. 
Задачу описания .р-инъекторов впервые рассмотрел Хартли [1]. Развивая ука

занный вьппе результат Фишера [2], для случая .р = I9l, он установил (см. 4.1.1 [1]), что 

.р-инъекторами группы G являются в точности все те ее подгруппы V, для которых под

группы V, для которых подгруппы V/GI нильпотентные инъекторы группы G/ GI .. 
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в настоящем разделе мы описываем .р-инъекторы групп в общем случае. для этой 

цели вначале изучим свойства Н-функций, определяющих локально классы Хартли. 

Пусть класс Хартли .р определяется локально Н-функцией h. Функцию h назо
вем приведенной, если h(1tj ) ~.p для всех i е 1. 

Лемма 1.1. Каждый класс Хартли определяется локально приведенной 

Н-функцией. 

Доказательство леммы осуществляется непосредственной проверкой. 

Лемма 1.2. Каждый класс Хартли определяется локально такой приведенной 

Н-функцией h, что h(1tj) с h(1t) S п] для всех i *" j из множества 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть .р - класс Хартли. По лемме 1.1 .р = LH(h1) дЛЯ 

некоторой приведенной Н-функции h\.Следуя Хартли [1], построим теперь групповую 

функцию \jI такую, что 

для всех i Е 1. 
е., 

Пусть Х группа из класса \jI(пд (i е 1). Тогда Х == У 1 для некоторой группы У 

6п, · 
е h\(1t;). Следовательно, У 1 е h\(1tд и ПОЭТОМУ Х Е hJ(1tд. Таким образом, \jI :S; h\. От
сюда следует, что 

\jI( 1tд 61t'i с h](1tj ) 6 1t'i ' 

Если же У] еhl(1tд 6 1t'i (i е I),ТOY/(Y1)hl( 1ti) Е 6 1t'i ипоэтому,ввидуравенет

б1t" Jб 1t 1i б1t'· 6п' · 
ва У 1 = У 1, следует, что У 1 е \jI(п). Значит, У\ е \jI(1tJ61t'i . Итак, мы( 1 1 1 

установили справедливость для всех i е 1равенства 

\jI(пд6 п,. = h](1tд . (1)
1 

6 п,.1 

,.(Заметим, что здесь под \jI(1tj)61t мы понимаем произведение классов групп в 
1 

том смысле, что \jI(1tj)61t'i состоит из всех тех групп G, в которых существуют такие 

нормальные подгруппы К е \jI(пд, что GOC е .6 п,.1 

Построим теперь функцию h следующим образом: h(1tJ = Fit \jI(1tj) 

для всех i Е 1. Пусть 

i]1 = ПiЕ1 h(1tJ 6 п\ 6 1ti . 

Докажем, что i]1 = .р. Так как \jI :S; h], то h :S; h] и имеет место включение h{1tJ 
'51t'i С h\(1tj ) 6 1t'i 

для всех i Е 1. Но тогда из равенства (1) следует, что 

Fit(h](1tJ 6 1t'i ) =h](1tJ 6 1t'i =Fit(\jI(1tJ 6 1t'i ). 

Значит, 

h](1tJ 6 1t'i = Fit(\jI(1tJ 6 1t'i ) с (Fit(\jI(1t;)) 6 1t'i =h{1tJ 6 1t'i . 
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Итак, мы показали, что для всех i Е 1. имеет место равенство:
 

h(1t) ®1t'i = h j(1t) 6 1t'i .
 

Следовательно, em =.р и h является Н -функцией, определяющей локально класс 

.р. Так как h ~ h j и h j - приведенная Н-функция определяющая локально .р, то и h - при

веденная Н-функция. 

Пусть теперь L - группа из класса hj (п) И 1tj - любое подмножество множества 

[Р = ц Е 1 1tj , отличное от множества 1tj (i, j Е 1). Так как 1tj n1tj = О, то 6п j С 6 1t'i и по

II!::' , .б1t ,Q1t' J ~ 
этому L 1 ~ L . Но L Е OJ и, значит, LlLh1 (1t j )б , Е 6 1t j. Следовательно, 

1ti 
. .б1t б1t

L J С Lh1 (1t j ) б , . Значит L J Ehj(1tj ) 6 1t'j и поэтому мы можем считать, что ДЛЯ 
1ti 

всех групп из класса h j(1t) их <51t'i -корадикалы содержатся в классе h j(1tj ) 61t'j . Тогда, 

б 1t
если R - некоторая группа из класса ЧI(1tj ) , то R:: V 

' 
1 
, 
для некоторой группы V Е 

h j(1t) и поэтому R Е h j(1tj ) 6 1t'j ' Следовательно, 

ЧI(п) ~ hj (1t) 6 1t'j . 

Но тогда, ввиду определения оператора «Еп», имеем:
 

h(1t) =Fit ЧI(п) ~ Fit(hj(1t) 6 1t'j ) = h j(1t) 6 1t'j = h(1tj ) ®1t'j .
 

Лемма доказана. 

Пусть в дальнейшем до конца параграфа .р - класс Хартли, определяемый ло

кально приведенной Н-функцией, h такой, что h(1t) С h(1tj ) <5п, . для всех i ~ j из 1 (та
J 

кая функция существует по лемме 1.2). Тогда подгруппу Gh = ПiЕIGh(1ti) назовем h

радикалом группы а. 

Лемма 1.3. Если V такая подгруппа группы а, что 

чкз, Е nj E1 6п, . 6 п . , то V Е .р. 
J J 

Д О К а з а т е л ь с т в о. Так как ОЬ ~ V, то 

Gh(1tj) = (GJh(1tj) =Оь nVh(1tj) ~ Vh(1tj) ДЛЯ всех ] Е 1. 

Покажем, что аь I (GJh(1tj) является 1t'гГРУППОЙ. Пусть 1tj - любое множество про

стых чисел из [Р> = UiEI1ti ,отличноеот множества1tj • Так как 

G h(1tj) G h(1ti) / Gh(1tj) :: G h(1ij) I аЬ (пО nGh(1t j ) ' то 

Gh(1tj) Gh(1ti)/G h(1tj) == аЬ(поl lGh(1ti»)h(1tj)' 
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Но по лемме 1.2 Ь(n) с h(1tj ) 6 1t'j' Следовательно, G h(1ti ) Eh(1tj ) 6 1t'j И поэтому 

Gh(1tj) / lGh(1tj) )h(1t ')6 ' . Значит, для любых различных i и j из множества 1 группа 
J n·

J 

Gh(1tj) G h(1t j) / G h(1t j) Е 6 1t'j . 

Следовательно, Оь / Gh(1t') Е <,5n". Но тогда, ввиду изоморфизмов,
J J 

Vh(1tj)GJ Vh(1tj) ~Gb/GbnVh(1tj) ~Gb/Gh(1tj) /Gbn Vh(1tj) / Gh(1tj) 
, 

следует, что группа Vh(1tj)GJ Vh(1tj) является 1tj-ГРУППОЙ. 

Так как по условию V / Оь Е nj E1<,5n" <,5п. , то, используя изоморфизм 
J J 

V / Vh(1tj)Gb~ V / Оь / Vh(1tj)Gh / Оь 

получаем, что V / Vh(1tj)GbЕ 6 1t'j <,5ltj' Но тогда 

V / Vh(1tJ') / Vh(1t') Gb/Vh(1t') Е 6 1t'J' <,5lt ..J J J 

Следовательно, 

V / Vh(ltj) Е 6 1t'j (61t'j 6 1t j ) = 6 1t'j 6 1t j 

для всех j Е 1. Значит, 

Лемма доказана. 

Лемма 1.4. Если !JJ = n iE1<,51t'. б lt . , то для любой группы О, справедливоравен
1 1 

ство Ор / Оь = (О / GJr[) 
Доказательство. Пусть (О / GJr[) = L / Оь' Докажем, что L = Ор. Так как 

Ор Е .р И (G.p\(1ti ) =Gh(1ti ) то Ор / Gh(1ti) Е б1t' i <,5ltj для всех i Е 1. Следователь

но, о, /Оь Е D. Но тогда О,р / ОьС L / ОЬ и Op~ L.
 
С другой стороны, из того, что L / ОЬ Е D по лемме 1.3. следует, что L Е.р И L ~ Ор .
 

Лемма доказана.
 

Лемма 1.5. Тогда и только тогда подгруппа V группы О, содержащая Ор явля

ется .p-nодгруnnоЙ, когда V / ОЬ Е ni Е 1 <,5л" <,5п.' 
1 1 

Д О каз а те ль ство. Пусть !JJ = . Тогда, если У/ОЬ Е !JJ, то V Е .рn i Е 1 6 1t'i б 1tj 
по лемме 1.3. 

Докажем обратное. Пусть V Е.р И V ;? Ор . Следовательно, 

Vh(1ti) n Ор = (а.р ~(1ti) = Gh(ltj) 
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для каждого i Е 1, так как Н-функция является приведенной. Отсюда, ввиду того, что 

[Vh( 1Ч ) ,G.pJ С Gh(1ti ) следует, что Vh(1tj ) с Со (G.p / Gh(1ti» ) ' Следуя Хартли (см. лемму 

10 [1]) покажем, что в данном случае 

Са «э, / Gh(1Ч)) ~ о; 

Предположим от противного, что С = Са (Gp / Gh(1ti ) ) не является подгруппой 

Gp. Тогдав группе G найдется такая нормальная подгруппа Кс С, что главный фактор 

КIК nо, является нетривиальным, Действительно, согласно предположению С nо, :t:- К 

для некогорой нормальной подгруппы К. Но, очевидно, С nGp = К nGp и поэтому 

К / С nGи = КIК П Gи =ко, /о; 

Итак, К/К nG.p нетривиальная элементарная абелева р-группа. Но тогда из того, 

что (КIК n G{'J)~ = 1 по лемме 1.2 из монографии Л.А. Шеметкова [3] следует, что 

K~(K n G.p) / К n о, - единичная группа. Следовательно, K~ ~ К n о, .Так как 

К с Ca(G{> / Gh(1ti»)' то 

К с Са(К ПОр / Gh(1ti»)' 

Но тогда [К'', К] с [к ПG{>, К] s;; Gh(1ti)' и поэтому К / Gh(1ti) - нильпотентная группа 

класса нильпотентности не более 2. Пусть Р / Gh(1ti ) неединичная нормальная силовская 

р-подгрyпna группы К / Gh(1ti ) .Так как силовская р-подгруппа покрывает главный р

фактор К / К nО{\, то Р(К. nОр) ;2 к. Следовательно, PG{> = KG.p . Поэтому для доказатель

ства леммы, достаточно показать, что Р Е .р. Имеются следующие две возможности. 

1. р - простое из множества 1t j , i Е 1.
 
В данном случае Р Е h(1tJ6 1t.• Но, ввиду леммы 1.2 h - такая Н-функция клас

I 

са.р, что для j из 1отличных от i имеет место включение h(1tJ с h(п) е; 1t' . • Следовательно, 
J 

h(пд 6 1t . с (h(1tj ) е; 1) е; 1t.• 
1 1tj 1 

Кроме того, е; п, С 6 I Значит, Р Е h(1tj ) 6 ' 6 1t . для всех j :t:- i. 
1 ~ ~ J 

, 
2. Р - простое число из множества 1ti .
 

Тогда Р Е h(1tJ 6 ' и, следовательно, Р Е h(1tj ) 6 . 6 1t .•
 
~ ~ 1 

, 
является 1ti -замкнутой группой для всех i Е I.Следовательно, V / Gb Е D. Таким обра

зом, из 1) и 2) следует, что Р Е (1еI h(1tJ 6 = {), И мы показали, что для всех i Е 1I 6 1t . 
1ti 1 

справедливо включение С с G{>. Следовательно, Vh(1ti) ~ Gp и Vh(1ti) = Gh(1ti ) для всех 

i Е 1. Но тогда из того, что V Е {) следует, что V / Vh(1ti ) = V / Gh(1ti ) 
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Лемма доказана. 

Пусть ~ - класс Фиттинга. Следующие свойства Ъ"-инъекторов групп, вытекаю

щие непосредственно из определения ~-инъектора, сформулируем в виде леммы. 

Лемма 1.6. Для любой группы G справедливы следующие утверждения: 

1) если V Ъ"-инъектор G и К <J G, то V nк Ъ"-инъектор группы К; 

2) если V Ъ"-инъектор G и а: G -1' Ga изоморфизм, то уа 
Ъ"-инъектор группы GCl

; 

3) если V Ъ"-максuмШlЬНая подгруппа G и V nм Ъ"-инъектор М для любой мак

симальной нормальной подгруппы М группы G, то V ~-иHъeKтop G. 
Следующая теорема дает решение задачи Хартли описания инъекторов групп. 

Теорема 1.7. Для любой группы G и ее подгруппа V справедливы следующие ут

верждения: 

1) V является Р-инъектором G тогда и только тогда, когда V IGh является 

V-uнъекmором группы G I Gh, где V = niEI 6 ' 6 n. ; 
1tj I 

2) Р-инъекторы группы - это в точности все те подгруппы из G, которые со

держат ее {J-радикШl и {J-максuмальны в G. 
Д о к а з а те л ь с т во. 1) Пусть V {J-инъектор группы G. Тогда, очевидно, V ::2 Ор 

и V {J-максимальная подгруппа группы G. Следовательно, по лемме 1.5 V I Gh Е f} 

Учитывая {J-максимальность V в G и лемму 1.5, получаем, что V I Gh является ![). 

максимальной подгруппой группы G I Gh, Так как по лемме 1.4 G.p I Gh = (G I Gp)1J и 

V ::::> G.p, то V I Gh .2).максимальная в G I Gh подгруппа, содержащая ее .1J -радикал. Сле

довательно, по теореме Дар си (см. теорему 16 [4], а также монографию [5], с.629) V / Gh 

.1J-инъектор группы G I Gh, 

Обратное утверждение докажем индукцией по порядку группы G. Пусть G 
контрпример минимального порядка. По теореме Гашюца-Фишера-Хартли [6] в группе 

G I Gh существует Ю-инъектор VIGh' Пусть М - любая максимальная нормальная под

группа группы G. 
Покажем вначале, что подгруппа М, = ПiЕ1Мh(1ti} группы М совпадает с пере

, 
сечением Gh n М. ДЛЯ этого установим, что Ghl Gh(1ti ) является 1t j -группой для всех 

j Е I.Taк как по лемме 1.2 h(1ti} с h(1ti} 6 п, . для всех различных i и j из множества 1 
J 

то, ввиду изоморфизма 

Gh(1tj) Gh(1ti} I Gh(1tj) ;: G h(1ti} I Gh(1ti} n Gh(1tj) = Gh(1tj) I (Gh(1ti})b(1tj)' 

, 
следует, что Gh(1tj) Gh(1ti ) I Gh(1tj) является 1tj -группой. Но тогда, ввиду произволь

, 
ности выбора множеств 1tj и 1tj , заключаем, что и Gh I Gb(1tj) также является 1t j -группой. 

Так как 

(GhnM) Gh(1tj) I G b(1tj) =GhnM/GhnMn G h(1tj) =GhnMI Mh(1tj), 
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, 
то Gh nМ I Mh(1tj) является 1tj-ПОдrpуппой для всех i Е Т. Отсюда следует, что 

Gh nМ I МЬ Е ~eI<5 ' • Но, очевидно,
1tj 

nj eI 6 . = 6п . = 6(А )' = (1).
1tj jeI 1t j q lieI 1t j 

Следовательно, Gh nМ = Мь . Рассмотрим теперь два возможных случая. 

1. Группа Gh является подгруппой М. Так как VIGh D-инъектор группы G I Gh, то по 

угверждению 1 леммы 1.6 подгруппа V nМ I о, является V-инъектором группы М I о, Но 

В данном случае МЬ =Gh И поэтому V nм I о, V-инъектор группы М I м, Следовательно, 

по индукции подгруппа V nм.р-инъектор группы М. Так как V I Gh Е V, то по лемме 1.3 V 
Е {). Докажем, что V .р-максимальная подгруппа группы G. Предположим, что V с У\, где 

У\ .р-максимальная подгруппа группы G. Тогда V nм = у!п М, так как в противном слу

чае. мы получили бы противоречие с тем, что V nМ .р-максимальна в М. Итак, в данном 

случае V!.р-максимальна в G и VЛ м .р-инъектор группы для любой максимальной нор

мальной подгруппы М группы G. Следовательно, по утверждению 3 леммы 1.6 подгруппа 

У! {)-инъектор группы G. Но тогда У!:::) о, и по лемме 1.5 У\ I Gh Е V И V I Gh С У\ I о, 

Последнее противоречит тому, что V I Gh D-максимальна в G I Gh• Следовательно, V = У\ И 

V{)-инъектор группы G. Полученное противоречие исключает случай 1. 
2. Группа Gh не содержится в М. В этом случае, ввиду максимальности М, следу

ет, что G = Gh М. Так как 

G I Gh ~ М I о, nм = м I м, 

то по утверждению 2 леммы 1.6, получаем, что подгруппа V n м I МЬ является 

(j) -инъектором группы М 1Мь, Следовательно, по индукции V nм .р-инъектор группы 

М. По лемме 1.3 V Е .р И если V с F\, где F! -.р-максимальная подгруппа группы G, то 

аналогично как и в случае 1 V nм =F! nМ. Так как V :::) Gh, то УМ = G. Следовательно, 

F! = F\nУМ = V(F1 nМ) = у(уп М) = V 
и V является .р-максимальной подгруппой группы G. Зна'ШТ, ввиду произвольности вы

бора максимальной нормальной подгруппы М группы G, по утверждению 3 леммы 1.6 
следует, что V .р-инъектор группы G. Полученное противоречие завершает доказательст

во первого утверждения теоремы. 

2) Если подгруппа V является .р-инъектором группы G, то по определению 

р-инъектора, очевидно, У:::) Gh И V .р-максимальная в G. 
Докажем обратное утверждение. Пусть V - любая .р-максимальная подгруппа 

группы О, содержащая ее .р-радикал Ор . Покажем, что V - .р-инъектор G. Так как V ~ 

Gp и V Е .р И h - приведенная функция Хартли, то V ~ Gh• Следовательно, по лемме 1.5 
V I Gb Е V = nieI61t; 6 1ti . Легко видеть, что ввиду .р-максимальности V в G, следует, 

что V I Gh является V-максимальной группой в G I Gh• Более того, из условия V ;2 Gp по 

лемме 1.4 вытекает, что V I ОЬ ~ (G/GJD Следовательно, по теореме 16 [5] V I Gh явля
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ется Ю-инъектором группы G / Gh• Но тогда из утверждения 1 вьпекает, что подгруппа 

V является .р-инъектором группы а. Второе утверждение теоремы доказано. 

Теорема доказана. 

С учетом известной теоремы Гашюца-Фишера-Хартли [6] о сопряженности и 

существовании инъекторов групп, самостоятельный интерес представляет результат, 

описывающий инъекторы групп посредством нильпотентных инъекторов их некоторых 

факторгрупп, который вытекает из доказанной теоремы. 

Следствие 1.8. для любого класса Хартли р = Прh(Р)~рбр' и любой группы G 

существует единственный класс сопряженных .р-инъекторов, которые характеризуются 

следующим образом: подгруппа V группы G является ее .р-инъектором тогда и только то

гда, когда V / Gh нильпотентный инъектор группы G / Gh• Кроме того, .р-инъекторы группы 

G это в точности .р-максимальные подгруппы а, содержащие ее .р-радикал. 

Характеризация инъекторов групп посредством нильпотентных инъекторов, по

лученная Хартли [1], вытекает из следствия 1.8 в случае, когда Н-функция определяю

щая локально .р является постоянной, т.е, h(P) = 1 (1 - непустой класс Фиттинга) для 

всех простых р. 

Следствие 1.9. Пусть 1t - некоторое множество простых чисел. Тогда 

л-нильпотентные инъекторы группы G, это, в точности, все те максимальные 

п-нильпотентные подгруппы G, которые содержат п-нияьпотентный радикал этой группы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Класс Фиттинга п-нильпотентных групп совпадает с ло

кальным произведением <5п'~п' Легко видеть, что <5п'~п - класс Фиттинга .р, опре

деляемый локально Н-функцией h такой, что для каждого простого р имеет место 

(1), если РЕ 1t 
h(p) = {б1t'~1t, если РЕ п' 

Теперь утверждение вытекает из следствия 1.8. 
Отметим, что из следствия 1.9 в случае, когда 1t = !Р следует известная каракте

ризация нильпотентных инъекторов, полученная Фишером [2]. 
Замечание 1.10. Группу G называют ~-скованной [7] (~ - непустой класс Фиттинга), 

если CG(G%") с Gз . В частности, группа G является ~-скованной (9r-скованной), если 

CG(F(G)) s; F(G) (соответственно CG(FiG)) ~ FiG)). Хорошо известно (см., например, мо

нографию Л.А. Шеметкова [3, с. 34]), что каждая разрешимая (л-разрешимая) группа явля

ется ~-скованной (соответственно, ~1t-скованной (здесь через 9'l1t обозначен класс всех я

нильпотентных групп)). Однако обратное в общем случае неверно (см. примеры в работах 

Переса-Моназора, М. Ирансо, Торенстейна, Вальтера [7-9]). Манном [10] было доказано, 

что каждая 9'l-скованная группа (в общем случае не обязательно разрешимая) имеет един

ственный кл:асс сопряженных нильпотентных инъекторов. Используя этот результат и тот 

факт, что класс всех 9'l-скованных групп является классом Фиттинга [7], а также теорему 

4.12 главы IX книги [3], легко убедиться, следуя доказательству теоремы 1,7,что результат 

1.8 верен в классе групп, состоящем не обязательно из разрешимых групп. 
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А именно: для любого локального класса Фиттинга .р = Пр h(p)~pl91p и любой 

группы G такой, что G / аь является 9l-скованной группой, справедливы следующие ут

верждения: 

1) в группе G существуют .р-инъекторы и любые два из них сопряжены в а; 

2) подгруппа V является .р-инъектором G в том и только в том случае, когда V / аь 
нильпотентный инъектор группы G / аь ; 

3) .р-инъекторы группы G это в точности те .р-максимальные в G подгруппы, ко

торые содержат ее .р-радикал. 

Кроме того, учитывая теорему М. Ирансо и М. Тореса [11], указанные результаты 

справедливы для любого класса Хартли р = I~p,9tp и любой группы G такой, что фак

торгруппа G / аь р-скована [12]. Отсюда, в частности, следует, что любая р-разрешимая 

группа G имеет единственный класс сопряженных р-нвдьпотентных инъекторов, причем 

такими инъекторами являются, в точности, все максимальные р-нильпотентные подгруп

пы из а, содержащие рр(а) - р-нильпотентный радикал группы G. 
Легко видеть, что каждый класс Харгли [1] является локальным классом Фиттинга В 

связи с этим возникает задача нахождения характернзаций инъекторов групп для локальных 

классов Фиттинга в общем случае, аналогичных полученным в теореме 1.7 и следствии 1.8. 
Однако, в общем случае, это осуществить невозможно, что подтверждает следующий пример. 

Пример 1.11. Пусть n = {2,5} и ~ = 9lneJn, - класс всех п-специальных групп. 

Класс ~ является локальным классом Фиттинга. Пусть Sз - симметрическая группа из 

трех символов. По теореме В.l 0.7 [7] группа Sз имеет точный веприводимый модуль М 

над полем GF(5). Пусть G =М л Sз. Применяя снова теорему В.10.7 [7], заключаем, что 

группа G имеет точный веприводимый модуль N над полем GF(2). Пусть Г = N л а. 

Как установлено в IX. 4.4 [7] ~-радикал Г~ группы Г совпадает с ее подгруппой Фит

тинга и множество ~-инъекторов группы Г совпадает с множеством 9lG з-инъекторов 
группы Г. Так как Р(Г) =N является 2-группой, и 9l-инъекторы Г (см. следствие 1.9) это 

в точности, максимальные нильпотентные подгруппы, содержащие Р(Г), то 9(
инъекторы Г являются силовскими 2-подrpуппами группы Г. Теперь, применяя свойст

во Локетта [13], описывающее инъекторы для произведений классов Фиттинга (см. так

же теорему IX. 1.22 [7]), получаем, что каждый ~-инъектор группы Г имеет вид Р(Г) P1, 

где Р] - силовская 3-подгруппа группы Г. Итак. мы получили, что силовская 2
подгруппа Р группы Г является подгруппой из класса ~, содержащей Г~ и не содержит

ся в любом ~-инъекторе группы Г.Отсюда следует, что ~-максимальные подгруппы 

группы Г, содержащие ~-радикал группы Г не являются ~-инъекторами Г. 

Замечание 1.12. У-функцию f, определяющую локально класс Фиттинга ~ назо

вем постоянной, если f(p) = f(q) для всех простых р, q Е Supp(f). Из примера 1.11 следу
ет, что характеризаций ~-инъекторов групп посредством ~-радикалов аналогичных ха

рактеризациям полученным в 1.7 и 1.8, для классов Фиттинга, определяемых локально 

Н-функциями, которые не являются постоянными, в общем случае, получить невоз

можно (заметим, что класс ЩrG't' определяется локально Н-функцией, которая непосто
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янна). Этот факт мы будем учитывать при характеризации ~-инъекторов для локальных 

классов Фитинга в следующем параграфе. 

§ 2. Описание инъектеров при помощи подгрупп Холла 

Пусть ~ = SLR(f) класс Фиттинга, определяемый полулокально полной 

Н-функцией f, то есть ~ = ПРЕ1tf(р)6Р'1t' . Легко видеть, что класс Фитинга ~ локален. 

Поэтому следующая лемма является простой модификацией леммы 2 из [14]. 
Лемма 2.1. Если ~ = SLR(<р) для некоторой полной Н-функции <р, то существует 

такая полная приведенная Н-функция f, что ~ = SLR(f). 
Пусть ~ = SLR(f) для некоторой полной приведенной Н-функции f, 1t =Supp(f) :f. 0 

и Gf = ПрЕ 1t G f(p) . 

Лемма 2.3. Если G% - ~-радикал группы G и V такая подгруппа группы G, что 

V / о, Е 6 n" то V Е ~. 

Доказательство. Пусть (Gf)f(p) - f(р)-радикал Gf (р Е л), Так как Gf ~ а, то 

(Gf)f(p) = Grn Gf(p) = Gf(p)'
 
Но Gr ~ V и поэтому (Gr)1(p) = Gfn V f{p)" Следовательно, G1(p) ~ V1(р) для всех простых рЕП.
 

Так как Gr Е ~, то Gf / (Gr)f{p) = Gf / Gf{p) Е 6 n,.
 

Следовательно, ввиду изоморфизма 

VJ(p) Gf / V jfp) == Gr/ а'8 n VJ(p) == Gr/ Gjfp) / Gf n V jfp) / Gjfp). 
Вытекает, что VЦр) ас / V f{p) является р'-группой. Так как V / Gr Е 6 n, = 

ПрЕ 1t6р' , то, используя изоморфизм V / V ((р) Gr == V / Gf / V Цр) Gr I Gf получаем, что 

VNцрРс Е 6 n,. Но тогда и группа VNf{p/Vf(pPf/ V Цр) Е 6 n,. Следовательно, У/ Vf{P) Е 

6 n , для всех простых р Е п. Значит, 

V Е ПРЕ1tf(Р)91р6р' =~. 

Лемма доказана. 

Лемма 2.4. Если ~ = SLR(f) для некоторой полной Н-функции f и 1t = Supp(f) :f. 0, 

то для любого класса Фиттинга I с ПРЕSuрр(f) f(p) имеет место включение 

CG (G\; /GI ) с G%. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим от противного, что C=CG (G% /GI ) не являет

ся подгруппой G%. Тогда аналогично как и при доказательстве леммы 1.5 (см. также 

лемму Хартли [1, с. 204]) заключаем, что существует нетривиальный главный р-фактор 

к/ К n G% == CG% / G% и К / GI нильпотентная группа класса нильпотентности не более 2. 
Пусть Р/ GI неединичная нормальная силовская р-подгруппа группы К / G1. Тогда, очевид

но, Р <1 G и PG'E:;:; KG'E. Поэтому для доказательства леммы достаточно выяснить, что Р Е ~. 

Пусть q - любое простое число из множества 7t = Supp(f). Тогда имеется две сле

дующие возможности. 

1. q :f: р. 
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в этом случае Щ, ~ бq•• Следовательно, Р / О1 Е бq, и поэтому, ввиду изоморфизма 

Р / О1 == Р / (ОХ)бq • / О1 / (Оl)бq ' 
15· 6' 15·

следует,чroР/(Оl) q являетсяq'-rpуппоЙ.Значиr, Р q С (Оl) q .Сдрyroйстороны, 

бq' eiq' бq' 
О1 / Р nО1 == О1 Р / Р Е бq • 

и поэтому 

(GI)e>q' С рбq' nG1c pl5q' . 

бq' е> ' 
Итак, G1 = Р q для всех простых q из л; отличных от р. Значит, 

р Е f(q) бq • == f(q)9ё q бq • 

для всех q "* р из п. 

2. Предположим, что q =р. Тогда, рассуждая аналогично как и в случае 1 получаем 

91 \9'l 91
равенство р р = (ох) р и Р р Е [(р). Следовательно, Р Е f(р)щ, и Р Е f(p)9ёр бр " 

Таким образом, из случаев 1 и 2, имеем, что 

р Е ~e1tf(p) 9ёр бр"==~' 
Лемма доказана. 

Замечание 2.5. Отметим некоторые известные свойства классических радикалов 

групп, вытекающие из леммы 2.4, а также возможности ее распространения на классы 

неразрешимых групп (в частности, п-раэрешимых групп). 

Пусть 1t = IP и f - такая Н-функция, что [(р) = 9ёр для всех простых р. Тогда f
полная Н-функциякласса ~ = 9ё и o~= Р(О) - радикал Фиттинга. В этом случае I == (1) 
и из леммы 2.4 следует известное свойство CG(F(G) ~ Р(О), которое называют 

9l-скованностью разрешимых групп. 

Более того, легко убедиться, следуя доказательству леммы 2.4, что включение CG 

(o~ / G1) С o~ справедливо для любой группы G такой, что G / o~ п-разрешима (в част

ности, когда G я-рвзрешима) в каждом из следующих случаев для классов ~ и х: 

1) ~ = ~~It' - класс, определяемый полулокально Н-функцией f и класс Фиттинга 

I с npe1tf(p) (л == Supp(f):f. 0); 
2) локальный класс Фиттинга ~ = ~e1tf(p)~p.9lp для векоторой Н-функции f и 

класс Фиттинга I ~ ~e1tf(p)I;fp" 
Нетрудно заметить, что из указанного выше утверждения вытекают известные 

свойства радикалов 9l 1t-скованности 
и ~1t~1t'-СКОВанности л-разрешимых групп. 

Заметим, что общие закономерности построения радикалов групп и их свойства 

для локальных формаций Фитинга изучены Л.А. Шеметковым [15, 16]. 
Лемма 2.6. Пусть ~ = SLR(f) для некоторой полной постоянной Н-функции f и 

7t = Supp(f) :f. 0. Если V - некоторая ~-noдгpynna группы G и V ~ Gw, то V / Gr Е б".. 
Доказательство. Так как о, .::5!У, то Gttp) == (O~)цp) == GWnУцр). Но тогда [Vttp), 

G'б] С Gftp) и поэтому Vцр) С CG (G'Б / Gftp»). Так как функция fпостоянна, то по лемме 2.4 
Са (GW/ Gttp») С G'Б' Следовательно, Vttp) = Gttp) для всех простых р Е п. Так как V Е ~, то 

V / Vftp) является р'чруппой для каждого простого р Е п. Но тогда 
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Лемма доказана. 

Из леммы 2.3 и 2.6 вытекает 

Следствие 2.7. Пусть 'g = SLR(f) для некоторой полной постоянной Н-функции 

[, n = Supp(f) f. g и У - подгруппа группы G, содержащая ее 'g-радикал. Тогда и только 

тогда У Е 'б, когда У / G~ Е 6", 
Описание 'g-инъскторов групп при помощи холловских я-подгрупп И 

[-радикалов дает следующая теорема. 

Теорема 2.8. Пусть 'g = SLR(f) для некоторой полной постоянной Н-функции f и 

1t = Supp(f) f. 0. Тогда и только тогда подгруппа У является 'б-инъекторо.мгруппы О, 

когда У / Gf-1t'-холловская подгруппа группы G / Gf• 

Доказательство. Пусть У - 'g-инъектор группы G. Тогда У является ~

максимальной подгруппой в G и У ;;2 G~ . Следовательно, по лемме 2.6 У / Gf Е 6", . Ес
ли теперь У / Gf с F / Gf , где F / Gf некоторая n'-хол-ловская подгруппа группы G / ОС, 

то Ус F и F Е 'g по лемме 2.3. Но это противоречит 'g-максимальности У в G. Следова
тельно, У = F и У / Gf-n/-холловская подгруппа G / Gf • 

Докажем обратное утверждение. Пусть G - контрпример минимального порядка и М 

- произвольная максимальная нормальная ПОДlJ)уппа группы G . Пусть У / Gг n'-холловская 

подгруппа группы G / Gf' Так как Н-функция Гпостоянна, то Gj{p) = Gf для всех простых р Е 11:. 

Тогда из того, что М <1 G следует, что М,> Gfn М. Если GfHe содержится в М, то G =GfM и 

поэтому G / Gf ;:: М / М, Следовательно, по утверждению 2 леммы 1.6 подгруппа У n м /мr 

является п-холловской из М / М, и поэтому по индукции У n м 'g-инъектор группы М. Так 

как у / Gf Е <5"" то по лемме 2.3 У Е %. Пусть у с F, где F 'g-максимальная подгруппа группы 

G. Так как F ;;2 GB то по лемме 2.6F / Gf Е 6",. Но тогда из того, что У / Gfп-холловская под

группа G / Gfследует У / Gf= F / Gf. Итак, У - 'g-максимальна в G и У nм 'g-инъектор в М для 

любой максимальной нормальной подгруппы М группы G. Следовательно, У 'g-инъекroр 

группы G по утверждению 3 леммы 1.6. Получили противоречие. 

Предположим теперь, что Gf является подгруппой М. Тогда, MFGf и по утвер

ждению 1 леммы 1.6 У n м / м, л-холловская подгруппа группы мм, Следователь

но, по индукции У nм 'g-инъектор группы М. Рассуждая аналогично, как и выше, эа

ключаем снова, что У 'g-инъектор группы G. 
Полученное противоречие доказывает теорему. 

Теорема доказана. 

Следствие 2.9. для любого класса Фиттинга 'g = SLR(f) с полной постоянной 

Н-функцией f, 1t = Supp(f) f. 0 и любой группы G ее 'g-инъекторами являются, в точно

сти, подгруппы вида G где G , - некоторая n'-холловская подгруппа группы G.
II,Gf , II

Доказательство. Пусть У / Gf - п'-холловская подгруппа группы G / Gf • Но тогда по 

теореме Холла-Чунихина (см. также IV. 1.6-1.7 монографии [5]) У / Gf = G", Gf / Gf для 

некоторой 1t/-ХОЛЛОВСКОИ подгруппы GII , группы G.Теперь следствие вытекает непо

средственно из теоремы 3.2.8. 
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Следствие 2.10. Для класса Фитинга ~ = SLR.(f) с полной постоянной 

Н-функцией f, 1t = Supp(f) :f; (о и любой группы G ее ~-инъектор характеризуется сле

дующим образом: подгруппа V является ~-инъекrором G в том и только в том случае, 

когда V ~-максимальна в G и V ;;;;2 О,;-. 

Доказательство. Пусть V;;;;2 О,;- и V ~-максимальна в О. Тогда по лемме 2.6 V / О,;
является л'чюдгруппой. Если V / О,;- с F / О,;-, где F / О'Е 1t'-холловская подгруппа группы 

G / О'Е' то по лемме 2.3 F Е ~ и поэтому, ввиду ~-максимальности V в G, подгруппа V / 
G'5 является 1t'-холловской в G / О'5' Следовательно, по теореме 2.8 V ~-инъекrор группы 

G. Обратное утверждение вытекает непосредственно из определенияй-инъектора. 

Следствие 2.11. Подгруппа V группы G является л-замкнутым инъектором G 
тогда и только тогда, когда V максимальная из л-замкнутых подгрупп G и содержит п

замкнутый радикал. 

Д о к а з а тель ство. Легко видеть, что класс бхбх, л-замкнутых групп совпада

ет с SLR(f) для полной постоянной Н-функции Гтакой, что f(p) = бх для всех простых р 

Е п; Теперь утверждение вытекает из следствия 2.10. 
Следствие 2.12. Пусть fJk- класс всех групп л-длины ~ k (k;;:: О). Тогда в любой 

группе G ее Рk-инъекторами являются в точности Рk-максимальные в G подгруппы, со

держащие Рk-радикал группы G. 
Доказательство. Если k = О, то РО = б:t' и Рk-инъекторы группы G это, в 

точности, ее 1t'-холловские подгруппы. Пусть k > О. Тогда нетрудно заметить, что 

Pk = SLR(f) для полной постоянной Н-функции fтакой, что f(P) = Рk.1б х для всех про

стых р Е п, где P k.1- класс Фиттинга всех групп л-длины ~ k - 1. Теперь, характериза

ция Рk-инъекторов легко получается из 2.10. 
Замечание 2.13. Используя теорему С.А. Чунихина [17,18] о существовании и 

сопряженности холловских я-подгрупп в любой п-раэрешимой группе, требование раз

решимости группы G в теореме 2.8 и следствиях из нее можно ослабить до требования 

я-разрешимосги (в частности, разрешимости) ее факторгруппы G / Gc- Тогда, обозначая 

все непустые значения полной постоянной Н-функции f, определяющей полулокально 

~ = SLR(f) через I мы получаем следующее утверждение. 

В любой группе G из класса 1б существует единственный класс сопряженных 

~-инъекrоров, которые характеризуются следующим образом: подгруппа V группы G 
является ее ~-инъектором только тогда, когда V:::> G'5 и V ~-максимальна в О. 

Действительно, если G Е 1б, то любые два ~-инъектора F и V группы G сопря
жены в G. Это следует из того, что следуя доказательству теоремы 2.8, мы получим, что 

F / Gr и V / Gr 1t'-холловские подгруппы группы G/Gr. которые будут сопряжены в G/Gf 

по теореме Чунихина [18]. Отсюда F и V сопряжены в G. Заметим, что существование и 

сопряженность ~-инъ-екторов в п-разрешимых группах (я = 1t(Ю для любого класса 

Фиттинга ~ доказаны Л.А. Шеметковым [19]. 
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§ 3. Примеры построения инъекторов 

3.1. л-замкнутые инъекторы 

Как уже отмечалось ранее класс всех л-замкнутых групп совпадает с произ

ведением классов Фиттинга б7tб7t , и определяется полулокально полной постоянной Н

функцией f такой, что для всех простых f(p) = б7t • Следовательно, в данном случае для лю

бой группы G f-радикал Gf группы G совпадает с ее я-радикалом OiG) и по следствию 

2.9 л-замкнутые инъекторы группы это в точности подгруппы вида OiG)G1t' , где 'G1t 

- некоторая 1t'-холловская подгруппа группы О. Учитывая замечание 2.13 такое же опи

сание имеют 1t-замкнутые инъекторы и в классе б7t ' всех 1t/-разрешимых групп. 

3.2. Ииъекторы ограниченной п-длины 

Пусть :P (k 2: О - класс всех групп л-длины :::; k. Если k = О, :РО = Gn' и .'Pkk 

инъекторы группы G это в точности ее 1t'-холловские подгруппы. Пусть k> О. Тогда 

класс Р, определяетсяполулокальнополной постояннойН-функцией fтакой, что f(p) = 

:Рk_ 1б7t для всех простых р Е п, где :Pk_1- радикальный класс всех групп я-длины ь k -1. 
Следовательно, :Pk_1 б7t -радикал G:P(k-1)б 1t б7t = Gfи по следствию 2.9 инъекторы п

длины ъ k группы G это в точности подгруппы вида G.1k Gn', где G.1k -:Pk-радикал 

группы G и G п' -1t'-холловская подгруппа из О. 

3.3. Инъекторы ограниченной нильпотентной длины 

Пусть 91k (k > О) - класс всех групп нильпотентной длины :::; k. Тогда 91k класс Харт

ЛИ, определяемый локально Н-функцией Ь. такой, что Ь(р) = ;Лk-l для всех простых р, где]К

1 _ класс всех групп нильпотентной длины :::; k - 1. В данном случае h-радикал Gh = G91k-1 

и поэтому инъекторы нильпотентной длины :::; k группы G это в точности все те подгруппы 

из О, факторгруппы которых по G -радикалу являются ннльпотентными инъекгора
91k-1 

ми группы G / G91k-1 . Более того, ввиду замечания 1.10, для любого непустого класса 

Фитинга ~ и любой группы G (в общем случае, не обязательно разрешимой) такой, что GI 
o~ 9l-скованная группа, ~-инъекторы группы G это, в точности, все те подгруппы из G, 
факторгруппы которых по G'Б являются нильпотентными инъекторами группы G / G'Б' 

3.4. Инъекторы дли степени класса л-замкнутых групп
 

Пусть ~ = = •••
(б7tб7t)k б7tб7t,б7tб7t , б7tб7t , 

k 
Легко видеть, что ~, определяется полулокально полной постоянной 

Н -функцией f такой, что для каждого простого р Е 1t имеет место 

Р(р) = 1б(б1tб 1t.)k- 1t
 
Тогда f-радикал Grгруппы G совпадает с подгруппой
 

L = О1t1t' 1t1t' •••1t1t'1t (О) 

k-l 
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и по следствию 2.9 ~-инъекторы группы G это в точности подгруппы вида L G 'ft" где 

G'ft' - некоторая 1t'-холловская подгруппа G. 
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