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S U M M A R Y
The paper proveds the following theorem: Let X  be a Unite group admitting automor­

phism у  of orderr, (jX/r) - 1 , B -  Cx(y)~B2 *B 2- and B2-Abelian group. ThenXis solv­
able group 2-length 1.
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С.П. Кунцевич

Параметрические колебания оболочки 
вращения, близкой к цилиндрической

Благодаря своей легкости и прочности тонкие оболочки получили широкое 
распространение в инженерных конструкциях. Важной задачей на стадии про­
ектирования таких конструкций является динамический расчет. Для оболочек, 
испытывающих периодические (силовые, температурные и др.) воздействия, во 
многих случаях определяющим является расчет на параметрическую устойчи­
вость.

Подавляющее большинство работ по параметрической неустойчивости 
тонких оболочек относится к тому случаю, когда геометрические и физические 
характеристики оболочки постоянны, а возбуждаемые колебания покрывают 
всю поверхность оболочки. Однако наличие косых краев, отклонения средин­
ной поверхности от цилиндрической, неоднородность силового воздействия и 
ряд других факторов могут приводить к сильной локализации колебаний.
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Локальные параметрические колебания 
тонких цилиндрических оболочек исследо­
вались в работах [1-4]. В данной статье по­
лученные результаты распространяются на 
случай оболочек вращения, близких к ци­
линдрическим. Глубина отклонения средин­
ной поверхности оболочки от цилиндриче: 
ской выбирается такой, чтобы его влияние 
проявилось уже в нулевом приближении. 
Естественно будет предположить, .что в 
этом случае, при достаточно малом искрив-, 
лении образующих, форма параметриче­
ских колебаний не должна сильно отли­
чаться от найденной ранее.

Основные уравнения. Рассмотрим обо­
лочку вращения (рис. 1), срединная поверх­
ность которой находится на расстоянии 
r(s) = 8RF(s)  от кругового цилиндра с ра­
диусом основания R. Здесь 5 > 0 -  безраз­
мерный малый параметр (будет определен 
ниже), F(s) -  функция, описывающая форму 
начальных отклонений от цилиндра, имею­
щая порядок единицы и существенно не 
возрастающая при дифференцировании.

В качестве ортогональной системы ко­

рне. 1. Оболочка вращения, 
близкая к цилиндрической

ординат примем s, ср, где s = х R '1 (х -  координата, отсчитываемая вдоль об­
разующей опорного цилиндра), ср -  полярный угол. Тогда коэффициенты пер­
вой квадратичной формы поверхности и главные радиусы кривизны, отнесен­
ные к R, будут иметь вид

А, = V 1 + 5" ( F f ,  А2 = 1 + 5 F(s),

R i = - 11 *  g jlS ff l”  , Ra = [1 + S F(S)W1 + 5* ( F f .

Пусть оболочка ограничена двумя (не обязательно плоскими) краями
. s^cp) < s 5 s2(<p)

и находится под действием неоднородного пульсирующего давления
Q (ср) + є Qf (ср) cos ß* t*

где Q (cp), О, (ф) -  статическая и периодическая составляющие давления, ß * -  
частота периодической составляющей, близкая к удвоенной наименьшей соб­
ственной частоте колебаний оболочки, t* -  время.

Для описания движения оболочки в окрестности безмоментного нестацио­
нарного напряженно-деформированного состояния воспользуемся записан­
ной в безразмерном виде системой уравнений пологих оболочек [5]:

E4 A2w + E2ArW + Ä(t® + - j p - =0,  (1)

є4 А2 Ф -  AfcW = 0,
где

Б® = 12 R (1 -  у ) 1 А 2 =

ATZ =

ГJ _ ( £ ій ґ \  + - L ( b i £ zY | ,
Ai A2 \Jd  s \A i 9  Sy 9  ф  \А г  8 ф/ J  ’

9 ф ч А 2 9фу 9 s V  39oJ 9 ф Ч 39злГ

Ак Z “  A, Az
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Здесь є > 0 -  малый параметр; Е, v, h -  модуль Юнга, коэффициент Пуас­
сона и толщина оболочки; безразмерные величины задаются следующим об­
разом;

w = w* / R, Ф = Ф‘  / (є4 Е h R2), (Т Л  Т2‘ , S*) = є6 Е h (Т,, Т2, Т3), 
t = t*/tc, \ c = R y J p E ,

где w* -  нормальный прогиб, Ф* -  функция напряжений, Т / ,  Т2*, S* -  мем­
бранные усилия в срединной поверхности оболочки, обусловленные динами­
ческим внешним давлением, tc -  характерное время.

При построении основного напряженного состояния на краях оболочки 
s = s1(tp), s = s2(cf>) будем удовлетворять условиям шарнирного опирання

d2 w Л /Л.
w = s F = 0 - (2)

Асимптотическое решение. Ранее было показано [1-4], что если обра­
зующие цилиндрической оболочки находятся в разных условиях нагружения, 
то возникающие параметрические колебания сосредоточены в окрестности 
некоторой «слабой» образующей. Ясно, что при достаточно малом искривле­
нии образующих картина не должна сильно измениться. Поэтому асимптоти­
ческое решение задачи (1)—(2), будем искать в том же виде, что и для цилинд­
рической оболочки;

00
WS S e  Wj (S, £, to, ti) exp

j = 0
00

i[>p5 + £b5a]] 

! fj (s, £  to, U) expji [ >  p5 + \  b ,2]  I (3)Ф = I e 2̂ 
i  = 0

^ = е'1,2(ф -  фо), Im b > 0
Здесь Wj (s, £, to, ti), fj (s, %, to, ti), p, b -  функции и коэффициенты, подле­

жащие определению, to = t, t i = є t — «медленное время». Последнее неравен­
ство в (3) обеспечивает затухание функций вдали от линии ф = ф0.

Чтобы влияние отклонения F(s) проявлялось уже в нулевом приближении 
итерационного процесса, в качестве характерной глубины следует положить

Щ
5 = е2. (4)

Предполагая малую изменяемость давления как по времени, так и по коор­
динатам, из уравнений безмоментной теории оболочек найдем окружное уси­
лие [7]:

Т2 (s, ф, t) = q (ф) + є qf (ф) cos Q t + 0(є2), (5)
Здесь q (ф) = 0(ф) R / (є6 Е h), qf (ф) = Qf (Ф) R /  (є6 E h). П = tc Q* 
Предполагается, что функции Si(<p), д(ф), дКф) бесконечно дифференцируе­

мы и существенно не возрастают при дифференцировании. Разложим их в 
ряды в окрестности линии ф = фо, например,

q (ф) = q (Фо) + е1/2 q' (фо) % + 0,5 є q" (ф0) + ... (6)
Подставим разложения (3)-(6) в задачу (1 Н 2)- Исключив функции Ф„, по­

лучаем последовательность уравнений
п
ID jW H  = 0, п = 0 , 1,2, ... 

j = 0

j = 0 j = 0

и соответствующие им граничные условия
П П
I  Lj Wn_j = I  Lj = 0 при s = S! (фо), s = S2 (фо). (7)

73



Здесь операторы D,, Lj с точностью до Н, Н* совпадают с приведенными в
[3 ].

В нулевом (п = 0) приближении имеем однородную краевую задачу:
g2 Wq1 + Н Wo = о,
дС

(8)

g2 Wo .
Wo = " a F =0 при S = Si (фо), S -  S2 (фо),

где

н = 1 g4 2 J _ ( # F _ d \
P* d  S4 + p2 d  S \S SZ d  SJ

1 g4 F
+ ~2~Z—T +p g s 4 ( 0 )  - p 2 q(<p°) + P4

Эта задача имеет решение в виде
Wo (s. S, to, ti) = у (s) Po ß , to, ti),

Po ß, to, ti) = P0,c ß, ti) cos o)0 to + Po,s ß, ti) sin 0)0 t0, 
где Po,c ß, ti), P0,s ß, ti) -  некоторые полиномы по % с коэффициентами, зави­
сящими от ti; со0 — нулевое приближение для наименьшей собственной часто­
ты колебаний оболочки, а у (s) -  собственная функция однородной краевой 
задачи

g2 y
Н(р, Фо) У -  X  У = О, У = J p  = 0 при s = Si (фо), s = s2 (фо) (9)

Параметр со0 и собственное значение X задачи (9) связаны соотношением 
X = (шо)2. Наименьшее положительное собственное значение Х0 является 
функцией параметров р и ф0 и может быть найдено, например, с помощью од­
ного из численных методов.

Пусть = min Х0 (р, фо) = Хо (р°, фо), где р°, фо находятся из условий
Р. Фо

д  ^  д  Яд
а Р =0 (10)

В дальнейшем индекс 0 у р°, фо, Хо опускается.

Как известно [8], параметрические колебания возникают в случае, когда от­
ношение удвоенной частоты собственных колебаний к частоте нагружения 
оказывается близким к целому числу. Рассмотрим случай главного парамет­
рического резонанса, когда Q » 2ю0. Пусть

Q = 2ш0 + ест, ст ~ 1 при є -> О
где ст -  параметр расстройки частоты Q периодической составляющей внеш­
ней нагрузки.

Тогда во втором приближении (п = 2) получаем дифференциальное урав­
нение для нахождения амплитуд колебаний X = (P0,s. Ро,с)Т‘

+ 2 ©о

Здесь

1 g2̂ ng2X
2 g p* a s*

E a x  n
+ a ^~d% + \2 a + X +

0 -1 A g X (  COSCTti sin CT ti 4
1 0 J  g и + 4 Sin СТ U -  cos СТ  ̂ у

, g2̂  > . P2 dr (Фо)

~ ' { b W г а фо a p j ' 2

Х = 0.

і l / b s ' ^ F d V n d u  s ' g v „ g 3u s ' g 3v„aiAs.2
'  г ї й У г ?  аТаї+? в ІТ 7 * 7 Т Т д ї )  I

L si

(11)
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Sz ]
Ju(l^y'_f^y*)dsj' z=/ uyds'
Si J Si

где u(s), yp(s), y(p(s) -  решения, соответственно, сопряженной к (9) задачи и 
задач, полученных из (9) дифференцированием по параметрам р и <р [5], а 
число b находится из уравнения

b^ + 2b j % -  + - % = 0 .Öp ЗфоЗр а 2
а Ч> о

Система (11) имеет решение в виде
X = Нт (0 £) Ym (12)

где Ym = (Sm(ti), Cm(ti))T, Нт (0 Q -  полином Эрмита степени т ,
( ,  , 2М/4 , -1/2

_ (  з * \п л (д*цл
ä p %  2 { д щ д р )  \Л ? )

і, 0ф о J
а вектор-функция Ym является решением уравнения

0 =

где
Ym- A m(t1)Y m = 0, (13)

Аш(М =
-  a! sin ст ti

Э21л  ̂3) COS CT ti
-  a2,m + a, cos a  t, 

а1 sin a ti
d ‘ 2m +1 n

3l 2 caQ ' a2 m a 4 юо + 2 ©o ■
Полученная система является инвариантной относительно формы оболоч­

ки и вида нагружения, т.к. уравнения (13), с точностью до' коэффициентов, 
были выведены ранее при решении других задач [1-4] о локальных парамет­
рических колебаниях тонких оболочек.

Таким образом, форма локальных параметрических колебаний оболочки 
вращения, близкой к цилиндрической, имеет вид

w = |  Ст (є t) cos ©о t + Sm (є t) sin ©о t ]  у (s) Hm(0 ^) + О (є1/2)| x

<p{  і S"1/2 PS + \  bS2]  | . (14)x ЄХС

Формально, процесс нахождения Wj(s, £, to, t-i) (j > 1) можно продолжить, 
однако на эти функции будут влиять слагаемые, отброшенные при написании 
уравнений (1).

В случае постоянного давления (Qf s 0) система (13) допускает решение в 
явном виде. Тогда формула (14) определяет форму свободных локальных 
колебаний оболочки, близкой к цилиндрической.

При некоторых соотношениях параметров задачи решения системы (13) 
неустойчивы. С точки зрения динамического критерия устойчивости упругих 
систем это означает параметрическую неустойчивость оболочки. Для случая 
абсолютно-упругой оболочки области неустойчивости системы (13) были най­
дены в [1]. В частности, было показано, что оболочка параметрически неус­
тойчива в случае, когда частота периодической составляющей нагрузки нахо­
дится в пределах

Q“  = 2 ©о + 2 є (а2,т -  а^ < f2 < 2 ©о + 2 є (а2,т + ai) = ß +.
Примеры. При некоторых частных предположениях о функции F(s), крае­

вая задача (9) допускает решение в явном виде. Пусть отклонение срединной 
поверхности оболочки от цилиндрической задается формулой
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F(s) = к “ f 7)  , -  L < s^q») < s < s2(cp) < L, (15)

где к  — некоторая постоянная. Если к  = 0, то формула (15) определяет ци­
линдрическую, при к  > 0 — выпуклую, при К < 0 — вогнутую оболочку.

При таком выборе функции F(s) оператор Н в уравнении (8) примет вид
1 S4 4 к  З2 4 к2 5 , ,  л

h = 7 5 ? + 7 l7 5 7 + " l, " " p q((po) + p -
а уравнение (9) будет иметь решение

w/ex _ ein _ S -  St(q>p)
п  s 2(cpo) -  Si((p0) ’

если

тт + -
2 к

-  p2 q((po) + p4. (16)
: (s2(<po) -  Si((po)r ' L 

B качестве примера рассмотрим оболочку с R / h = 100, v = 0.3, на которую 
действует внешнее давление q(cp) = qt(tp) = 1. Пусть отклонение срединной по­
верхности оболочки от цилиндра задается формулой (15), а края имеют вид 
S!((p) = -L  + (1 -  cos ф) tg а (здесь а -  угол наклона края), s2(q>) = L.

Исследуя на минимум функцию А,(р, ф0), определяемую формулой (16), на­
ходим, что в этом случае наиболее слабой является самая длинная образую­
щая фо = 0. В окрестности этой образующей на начальном промежутке време­
ни и будут сосредоточены формы параметрических колебаний.

На рис.2 показана зависимость границ главной области неустойчивости 0 і  
от глубины отклонения к  при а = 30“, на рис.З -  от угла наклона края а при 
к  = -0.5 для оболочек разной длины. Пунктирные линии соответствуют удво­
енным собственным частотам колебаний оболочки. Для получения размерно­
го значения необходимо разделить на t*

Следует заметить, что для вогнутых оболочек (к < 0) с увеличением I к  I 
погрешность приведенных формул возрастает.

Рис. 2. Зависимость главной области неустойчивости
от глубины отклонения к
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Рис. 3. Зависимость главкой области неустойчивости 
от угла наклона края а
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S U M M A R Y
Local parametrical vibrations o f a thin shell closed to a cylinder under pulsing 

pressure are investigated. The solutions o f the governing equations are found in the 
form o f functions quickly decreasing far from the «weakest» generatrix. Using 
Tovstik's method, two-dimensional boundary value problem is reduced to a 
sequence o f one-dimensional boundary value problems. The amplitude equation 
and the form o f local parametrical oscillations have been obtained.
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