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Классовые функции и нормальное 
строение конечных л-обособленных групп

На протяжении всей статьи л обозначает фиксированное множество про
стых чисел, л’ -  его дополнение во множестве всех простых чисел. Все рас
сматриваемые характеры соответствуют представлениям над полем ком
плексных чисел.

Напомним, что группа называется л-обособленной, если каждый фактор ее 
главного ряда является л- либо л’-группой.

Для функции 0, отображающей множество классов сопряженных элемен
тов группы G в поле комплексных чисел, через 0* будем обозначать ограниче
ние 0 на классы сопряженных л-элементов группы G.

В дальнейшем нам понадобятся некоторые понятия и факты из [1], приве
дем их.

Пусть G -  л-обособленная группа. Айзексом в [1] определено множество 
I*(G) комплекснозначных функций на классах сопряженных л-элементов груп
пы G и, в частности, доказано, что при л = р’ для фиксированного простого 
числа р множество I^G ) совпадает с множеством неприводимых брауэров- 
ских характеров группы G, соответствующих модулярным представлениям 
над полем характеристики р.

Следуя Айзексу, будем называть элементы множества I„(G) неприводимы
ми л-брауэровскими характерами л-обособленной группы G.

В [1] также доказано существование множества BK(G) неприводимых харак
теров л-обособленной группы G, которые взаимно однозначно соответствуют 
неприводимым л-брауэровским характерам группы G по правилу: если % из 
B„(G) соответствует ср из I*(G), то х* = ф-

Множество I„(G) является базисом векторного пространства классовых 
комплекснозначных функций, определенных на л-элементах л-обособленной 
группы G [1]. В 12] для cpel^G) определено ядро Кег <р следующим образом:

Кег ф / L = 0 ,{G  / L), где L = < х I xeG, ф(х) = <р(1) >.

Лемма 5.7 [2] утверждает, что если хе B*(G), то Кег % = Кег х*.
Хоукс и Хамфрис в [3] определили CR-подгруппу группы 6  как подгруппу, 

все характеры которой продолжаются на G.
По аналогии с CR-подгруппой автором определена CR,-подгруппа л-обо- 

собленной группы G:
О п р е д е л е н и е  1 [4]. Пусть G -  л-обособленная группа. Ее подгруппу 

Н назовем СНп-подгруппой группы G, если для всякой функции ф є 1*(Н) су
ществует такая функция у  є l r(G), что у н = ф.

Следуя [5], будем называть л-дополнением к подгруппе Н группы G такую 
подгруппу К, что G = НК и Н п  К - л’-группа.

Остальные понятия и обозначения стандартны и соответствуют (5] и [б].
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Достаточно много работ, например, [2], [3], [7] посвящены вопросу сущест
вования нормального дополнения к CR-подгруппе в зависимости от налагае
мых на группу и подгруппу условий. Исследование условий существования 
нормального я-дополнения к CR^-подгруппе ^-обособленной группы проводи
лось автором в [4] и [8]. Этому вопросу посвящена и настоящая работа.

Теорема 1. Пусть G -  п-обособленная группа, G„, G„- -  ее холловская я- и 
%-подгруппы соответственно и S = NG(Gx)nNG(G„-). Если S -  CR„-подгруппа 
группы G, то S имеет нормальное n-дополнение в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно лемме 1 [9] S = SxxSx, где Sx = NG (G„0.

S ^ N q^ G * ) .

Рассмотрим, что представляют собой множества 1X(S) и B„(S). Согласно 
следствию 5.3 [1] SX'C  Ker ф для всякого ф є IX(S). С другой стороны, IX(S„) = 
lrr(S„). Поэтому

I*(S) = {х* I X є Irr(S), Ker ф з  Sx.} и BX(S) = { x I X є Irr(S), Ker ф з  Sx).
По условию теоремы для произвольной функции ф є IX(S) существует 

функция ф є IX(G) такая, что ф5 = ф. Пусть х є B„(S) и х* = ф- Согласно [1] су
ществует характер £ є B„(G) такой, что = ф. Докажем, что £s= х-

Сначала докажем, что є lrr(S). От противного, пусть = ї ї  +■■• + | n. п > 1, 
^  є Irr (S). Тогда ^s* = l i *  + + In* = ф, что невозможно, так как в силу пред
ложения 5.1 [2] для любого = Хсзд, где фіє Іх(5). Итак, £s є Irr(S).

Теперь докажем, что = х- Теорема 5.3 [2] утверждает, что Кег ф с  Кег ф, сле
довательно, Sx' с  Кег ф. Согласно лемме 5.7 [2] S* с  Кег Итак, E,s є B„(S) и 
Is* = X* = ф. следовательно, ^S = X-

Из вышеуказанного следует, что для любого неприводимого характера % 
подгруппы S с условием S*- с  Кег х существует характер £є BX(G) такой, что 
Is = х Тогда Sx -  CR-подгруппа группы G и по лемме 4 [9] Sx имеет в G нор
мальное дополнение, обозначим его через D. Очевидно, D -  нормальное 
я-дополнение к S в G. Теорема доказана.

Пользуясь терминологией [5], теорема 1 утверждает, что если нормализа
тор ö-системы {Gx, Gx} я-обособленной группы G является CRj-подгруппой 
группы G, то он имеет в G нормальное я-дополнение.

Безусловно яркими результатами являются нормальная дополняемость 
3-нормализатора [2] и 3-проектора [3] в разрешимой группе для произвольной 
локальной формации 3, если таковые подгруппы являются CR-подгруппами 
группы. Автором в [4] получены результаты о существовании нормальных 
л-дополнений к 3-нормализатору и 3-проекгору я-обособленной группы G, в 
частности, получено обобщение нормальной дополняемости 3-нормализа
тора в разрешимой группе [2]. Ключом к доказательству подобных результа
тов является следующая

Лемма 1 (Лемма 4.2 [4]). Пусть Н -  CR^-подгруппа я-обособленной группы 
G, N < G и для всякой фактор-группы G / К такой, что К ф 1 и НК / К -  CR^-под- 
группа группы G / К, справедливо: НК/К n  NK/K -  я'-группа. Тогда либо Н n  N 
-  я'-группа, либо ее холловская я-подгруппа (Н п  1Ч)Х -  единственная мини
мальная нормальная подгруппа группы Н.

Применим лемму 1 к следующей ситуации. Пусть 3 -  локальная формация, 
G -  я-обособленная группа и CR^-подгруппа Н группы G является 3-проекто- 
ром либо 3-нормализатором G. Тогда G = HG3 [5]. Пусть G является мини
мальным контрпримером к утверждению, что Н имеет нормальное я-допол- 
нение в G. Ввиду того, что для любой подгруппы К<  G, К ф 1 Н К / К  -  3-про
ектор (3-нормализатор) фактор-группы G / К и G3 / К - 3-корадикал G / К, из
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минимальности G в силу леммы 1 следует, что (G3 п  Н), -  единственная ми
нимальная нормальная подгруппа группы Н.

Теорема 2. Пусть G -  обособленная группа, 3 -  локальная формация, Н -  
3-проектор группы G и Н является CR„-подгруппой группы G. Если хотя бы 
одна из групп G3 и Н n-нильпотентна, то Н обладает нормальным п-допол- 
нением в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G -  минимальный контрпример к утвержде
нию теоеремы. В силу леммы 1 холловская я-подгруппа (HnG3), группы 
HnG3 -  единственная минимальная нормальная подгруппа группы Н.

Пусть группа G3 -  я-нильпотентна. Тогда я-нильпотентна и группа HnG3, 
все силовские р-подгруппы которой для рея и холловская я’-подгруппа харак
теристические в HnG3 и, следовательно, нормальны в Н. Поэтому (HnG3), = 
=(HnG3)p для некоторого р из я. Для данного р Ор(Н) = 1 и, применяя лемму 
4.3 [4], получим, что Op(G3) = G3, и, следовательно, G3 -  р’-группа. Теперь 
(HnG3), = (HnG3)p = 1 и HnG3 -  я’-группа, противоречие.

Пусть теперь группа Н я-нильпотентна. Тогда и HnG3 также я-нильпотент
на, следовательно, (HnG3), = (HnG3)p для некоторого р из я. Ввиду того, что 
(HnG3)p -  единственная нормальная в Н подгруппа, Н является р-группой. 
Очевидно, локальная формация содержит все q-группы для любого простого 
числа q из я(3), поэтому ввиду 3-максимальности Н в G подгруппа Н являет
ся силовской р-подгруппой группы G. Тогда І,(Н) = 1Р(Н) = 1гг(Н) и все неприво
димые характеры Н продолжаются на G. В силу а) предложения 4.1 [4] всякие 
два элемента из Н, сопряженные в Н, сопряжены и в G. Теперь Н имеет в G 
нормальное дополнение по известной теореме Брауэра-Судзуки (8.22 [6]).

Теорема доказана.
Заменив в первой части доказательства теоремы 2 «3-проектор» на 

«3- нормализатор», получим доказательство следующей теоремы.
Теорема 3. Пусть 3 -  локальная формация, G -  я-обособленная группа с 

n-нильпотентным 3-корадикалом. Если 3-нормализатор Н группы G явля
ется CR^-подгруппой группы G, то Н имеет в G нормальное п-дополнение.

Лемма 2. Пусть G -  я-обособленная и ^-обособленная группа для мно
жеств простых чисел я и о, сея. Пусть подгруппа Н группы G является 
CR^-подгруппой группы G, Тогда Н -  CRе-подгруппа группы G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть <рєІа(Н). По теореме 1.1 [8] существует 
фєІ,(Н) такой, что ограничение у  на с-элементы группы Н дает <р. Так как Н -  
CR,-подгруппа группы G, то существует £eI,(G) с условием qH = ф- Очевидно, 
ограничение % на с-элементы Н дает ср.

Обозначим ограничение Е, на с-элементы группы G через £*. Докажем, что 
^ U G ) .

От противного, пусть la(G). Тогда по предложению 5.1 [2]
V  = х *  + ... + Хп*, где п > 1 и для всех І Хі Є Irr(G).

Мы знаем, что (£*)н = ф є ЦН). С другой стороны, в силу предложения 5.1 [2]

Й*)н = Ы *  = (Ы нГ + (Ы н)‘ = l a ^ j ,
J=1

где k > 1, ф) є 1„(Н) и a.j -  неотрицательные целые числа для всех j. Множе
ство 1„(Н) является базисом векторного пространства классовых функций на 
a-элементах группы Н (предложение 5.1 [2]), поэтому представление (£*)н в 
виде линейной комбинации функций из 1„(Н) единственно. Противоречие с 
неприводимостью (£*)н.
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Итак, произвольный неприводимый я-брауэровский характер ср подгруппы 
Н продолжается до неприводимого cr-брауэровского характера группы G. 
Подгруппа Н -  CFV-подгруппа группы G. Лемма доказана.

Теорема 4. Пусть G -  я -разрешимая группа, 3  -  локальная формация, и 
пусть 3-нормализатор Н группы G является CR„-подгруппой группы G. То
гда Н имеет в G нормальное %-дополнение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G -  минимальный контрпример. Тогда по 
лемме 1 подгруппа (HnG',)p для некоторого р из л является единственной ми
нимальной нормальной в Н подгруппой.

Из я-разрешимости группы G следует ее р-разрешимость.
По лемме 21.1 [5] Н с  NG((G3)p). Обозначим (G3)P' через М. В силу д) пред

ложения 4.1 [4] и леммы 2 НпМ® -  р'-группа. Но Н не содержит нормальных 
р’-подгрупп, поэтому НпМ® = 1. Тогда М° ф G3 и G3/ MG-  р-группа. Но лемма 
4.3[4] утверждает, что 0 P(G3) = G3 . Противоречие.

Следст вие теоремы 4 (теорема С [2]). Пусть 3 -  насыщенная формация, 
Н -  3-нормализатор разрешимой группы G. Если Н -  CR-подгруппа группы G, 
то G3 является нормальным дополнением Н в G.

Доказательство следует из теоремы 4 и леммы 2.
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S U M M A R Y
Let Н is a subgroup of a finite л-separable group G. The normal structure of G, 

is investigated when all л-Вгаиег characters of H are extended on G. In part, some 
conditions of existence of the relative normal complements to H in G are obtained in 
cases, when H is a 3-projector of G or H is a 3normalizer of G.
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