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О свойстве модулярности решетки 
частично локальных классов Фиттинга

В теории классов конечных групп известен результат А.Н. Скибы [1] о том, 
что решетка всех формаций конечных групп модулярна. Однако дуализация 
этого результата (вопрос о наличии свойства модулярности у решетки всех 
классов Фиттинга) до настоящего времени остается открытой проблемой 
(см. проблему 14.47 [2]). Один из ключевых моментов в решении указанной 
проблемы состоит в определении тех условий, при которых достаточно об
ширные семейства классов Фиттинга удовлетворяют модулярному тождеству.

В настоящей работе такие условия определяются для со-локальных клас
сов Фиттинга.

Пусть 0  Ф СО с  Р, где Р -  множество всех простых чисел И со' = Р\ю.
Напомним, всякое отображение f : со U {со'} {классы Фиттинга} называется 

т-локальной функцией Хартли или со-локальной Н-функцией [3].
Пусть LRJf) = {(ЗЮ^Є^йУ) и Fp(G)ef(p) для всех pewrmfG)}, где = GCü>d, 

FP(G) = G*™  и 2,ad -  класс всех тех групп, у которых каждый композиционный 
фактор является cod-группой.

Класс Фиттинга Щ называют co-локальным [3], если § = LRm(f) для некоторой 
ю-локальной Н-функции f.

Пусть ЗЕ и 5) -  классы Фиттинга. Будем обозначать через 3Ev3) ( I v ^ )  наи
меньший из классов Фиттинга и наименьший со-локальный класс Фиттинга, 
содержащий классы Фиттинга BE и У).

Напомним также, если ЗЕ, 0), $  -  ш-локальные классы Фиттинга и ЗЕ с  % то 
для них выполняется модулярное тождество, если: (BEvJJtyn^ = BEv^f^rvg).

Пусть © -  произвольная полная решетка классов Фиттинга. Символом ©fit(3E) 
обозначим пересечение всех тех классов Фиттинга из 0, которые содержат ЗЕ.

В других определениях и обозначениях мы следуем монографии Л.А. Ше- 
меткова [4]. Рассматриваются только конечные группы.

Минимальной ш-локальной Н-функцией класса Фиттинга Щ называют 
со-локальную Н-функцию r i ieifi [3], где { f j ie l }  -  набор всех со-локальных 
Н-функций класса $.

Через vMl(fj | ієі) обозначим такую со-локальную Н-функцию f, что f(p) = coifit(ui6|fi(p)), 
если по крайней мере один из классов Фиттинга fj(p)*0. Если же fi(p)=0 для 
всех ієі, то полагаем f(p)=0.

Мы будем использовать известные утверждения, которые приведем в ка
честве следующих лемм.

Лемма 1 [5]. Пусть f, -  минимальная со-локальная Н-функция класса Фит
тинга %  ієі. Тогда vul (fs | іє і) - минимальная со-локальная Н-функция класса 
Фиттинга | і є I}.

Лемма 2 [3,6] Пересечение и произведение двух любых а-локальных 
классов Фиттинга является ^-локальным классом Фиттинга.
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Любое множество Q *0  o-локальных Н-функций можно частично упорядо
чить следующим образом: f<q> тогда и только тогда, когда f(a)c«p(a) для всех 
аєши{©'} (f, фєП).

Напомним, что через Supp(f) обозначают носитель co-локальной Н-функции 
f и Supp(f)={ae©w{©'} I f(a)*0}.

Теорема 1. Пусть £, *2), 3 -  классы Фиттинга с минимальными (»локальными 
Н-функциями х, у, f  соответственно. Если a-локальные Н-функции х, у, f  таковы, 
что х < f и х(а) v  у(а) = Sn{G IG = G ^G y^} для всех а є Supp(x) n  Supp(y), то 
(*vm,9)nS=Ivml(9n3).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сначала, что модулярное тождество вы
полняется для минимальных ©-локальных Н-функций х, у, и f. Заметим, что 
включение xv(ynf)<(xvy)nf очевидно.

Покажем, что (xvy)nf<xv(ynf) для всех простых а є со и  {со'}.
В случае f(a) = 0  или х(а) v  у(а) = 0  включение тривиально. Итак, классы 

Фиттинга х(а) v  у(а) и f(a) непусты. Отдельно рассмотрим случай, когда один 
из классов Фиттинга х(а) или у(а) -  пуст.

Пусть х(а) = 0. Тогда (х(а) v  у(а)) n  f(a) = х(а) v  (у(а) n  f(a)) = у(а) n  f(a) и 
модулярное тождество верно.

Предположим, что класс Фиттинга у(а)=0. В этом случае (х(а) v  у(а)) п  f(a)= 
= х(а) n  f(a) = х(а).

С другой стороны, х(а) v  (у(а) n  f(a)) = х(а) v  0 = х(а) и модулярное тожде
ство справедливо.

Таким образом, мы можем в дальнейшем полагать, что каждый из классов 
Фиттинга х(а), у(а) и f(a) непуст.

Пусть теперь К -  группа из(х(а) v  у(а)) n  f(a), где а є со и  {©'}.
Тогда по условию существует группа G = Gx(a)Gy(a)такая, что К < G.
Итак, К < Gf(a) = G п  Gft а) = GX(a)Gy(a) О Gf(a) Gx(a){Gy(a) Gf(a)) — GX(a)Gy(ay^a) 

Значит, К є х(а) v (у(а) n  f(a)) и поэтому (xvy) n  f < х v (у n  f). Справедливость мо
дулярного тождества для минимальных ©-локальных Н-функций х, у, f  доказана.

Докажем теперь модулярное тождество ( Iv ^ t))  5 = £ vffl|(Q) n  5). Заметим,
что по лемме 22 [3] из того, что x<f, следует, что £ с  $. Кроме того, из леммы 1 
©-локальная Н-функция xvy определяет ©-локальный класс Фиттинга 
Следовательно, ввиду леммы 20 [3] (£vm|2)) п  3 = LRra((xvy) n  f). Теперь из 
леммы 20 [3] следует, что LRJynf) = 0) п  £. Но тогда ввиду леммы 1 
£vwl(Q) n  g) = LRm(x V (у n  f)).

Следовательно, ввиду модулярного тождества х v  (у г> f) = (х V у) n  f полу
чаем, что (Ь /И|<2)) п  5 = ^ ш|($  n  5).

Теорема доказана.
Пусть -  оператор Локетта [7] и f — ©-локальная Н-функция. Через f* обо

значим такую ©-локальную Н-функцию, что (f(a))* = f*(a) для всех а є © и  {©'}.
С учетом результатов Кусака [8] получаем:
Следствие. Пусть I, 5), $ -  классы Фиттинга с минимальными ay-ло

кальными Н-функциями х, у, f соответственно. Если a-локальные Н-функции х, 
у, f  таковы, чт ох < f и хйу * .  то ( Iv (0,3)) п $ = £vmi(T) п 5).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как х < у*, то ввиду теоремы 2.9 [8] справедливо 
равенство х(а) v  у(а) = Sn{G IG = GAaß v{a)} для всех а, таких, что х(а) и у(а) -  не
пустые классы Фиттинга. Теперь модулярное тождество вытекает из теоремы 1.

Теорема 2. Пусть £, 0} -  a-локальные классы Фиттинга и % $ > -  такие ©- 
локальные Q-замкнутые классы Фиттинга, что $ п |>  = ( 1 } и £ с  *2)5,3) с  £|>. 
Тогда, если I  с  &  то (I  vM(2)) п  3 = £ v ffll(9) п  §).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть EOT = { G I G = GjG;,}. Покажем, что 3Evralg) = EOT.
Если GeEOT , то G = GiG„. По определению ЭЕ-радикала группы G следует, 

что G* є ЭЕ. Но ЭЕ с  3Evmlg). Следовательно, G* є ЭЕ ve,g). Аналогично, є ЭЕ v ffllg). 
Значит, произведение GjG^ є ЭЕ vmlg) и поэтому G e l  vrolg). Итак, справедливо 
включение І с ї  vmlg).

Выясним, что ЭЕ VfflIg) с  та. Так как ЭЕ с  Эф и по условию ї с ^ то ї с ї ? ) п З Д  =  ф. 
Аналогично заключаем, что

Таким образом, ЭЕ и 2) -  подклассы Фиттинга из пересечения Ф.
Так как по лемме 2 пересечение и произведение (»-локальных классов Фит

тинга является ю-локапьным классом Фиттинга, то класс Фиттинга Ф ю-ло- 
капен. Теперь из того, что I ,  g) - ш-локальные подклассы класса Фиттинга ®, 
вытекает ЭЕ vm(g) с  ®.

Докажем справедливость обратного включения: ф с  EOT.
Пусть G e ® .  Покажем, что G е EOT. Так как G -  группа из произведения Эф и 

YF, то G/Gj е ф и  G/Gy е % Но классы Фиттинга ф и % являются Q-замкнутыми. 
Следовательно, G/Gj/G^/Gj еф и G/Gj/G^G^eS. Поэтому ввиду изоморфизмов, 
G/Gj/Gjj/G j = G/Gjj, и G/Gj/Gjt/G j, s G/G^ следует, что G/Gjj е ф и  G/G^ є Зна
чит, G/Gn, є $  п  -ф Но по условию F n  Н = (1) и поэтому G = GjG^. Следова
тельно, G є EOT и ® с  ЕШ.

Итак, I  vmlg) с  EOT и ввиду установленного ранее обратного включения, нами 
доказано, что ЭЕ vm[g) = {G | G = GjG3}. Отсюда вытекает, что Sn(3E va$ )  = 3Ev<olg) = 
=Sn {GIG = GjG^}.

Кроме того, аналогичными рассуждениями можно показать, что ЭЕ v g) = Ф = та 
и поэтому в данном случае ЭЕ v g) = ЭЕ vM,g). Следовательно, по теореме 2.9 [8] 
справедливо модулярное тождество (3Evg)) п  $=  ЭЕ V  (?) п  5 ) .

Докажем справедливость модулярного тождества (3EvmIg)) п  $ = ЭЕ п  5). Оче
видно, что ЭЕ v jg ) п  5) с  GE veg)) n  Докажем включение ( Ї  v^g)) n j c l  v jg ) n  5). 
Учитывая теорему 2.9 [8], по установленному выше (ЭЕ v^g)) п  § =  =(ЭЕ v g)) n  $ = 
=ЭЕ v (g) n  5). Ho ЭЕ v (g) n  §) с  ЭЕ v jg ) n  5) и обратное включение справедливо.

Теорема доказана.
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