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О новых локальных заданиях 
классов Фиттинга 

Локальный метод изучения конечных разрешимых групп с помощью радика-
лов и классов Фиттинга был предложен Хартли [1]. Идея локализации Хартли 
состоит в изучении классов групп в терминах р-групп и радикалов, определяе-
мых отображениями (локальными Н-функциями или функциями Хартли) множе-
ства Р всех простых чисел во множества классов Фиттинга. При этом класс Фит-
тинга 5 называется локальным [2], если существует Н-функция f такая, что 
$=LR(f), где LR(fMSnn( n f(p)3ipep<) и 7i=Supp(f)={p€P| f (p)*0} . 

реп 
Естественное расширение понятия локального класса Фиттинга возможно 

в смысле следующего определения. 
Определение. Отображение множества Р всех простых чисел во множество 

классов групп назовем квазилокапьной Н-функцией или Н0-функцией. Тогда класс 
Фиттинга % назовем квазилокальным, если существует Но-функция f такая, что 
£=LRo(f), где LRQ(f)=<£nn< n f (P ) t fp%) и ?r=Supp(f)={peP| 

реп 
Очевидно, что всякий локальный класс Фиттинга является квазилокаль-

ным, хотя обратное в общем случае неверно. 
Пусть X) - множество всех Н0-функций квазилокального класса Фиттинга % то 

есть Xl={fj iel и LRo(fi)=^}. Определим на этом множестве отношение порядка < 
следующим образом: fsh тогда и только тогда, когда f(p)ch(p) для любого простого 
p(f, hen). При этом На-функцию f из Л назовем минимальной для класса % если f 
является минимальным элементом множества П. Если же f является максималь-
ным элементом множества П, то назовем f максимальной Но-функцией класса % 
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Возникает общая задача описания минимальных и максимальных 
HQ-функций класса Фиттинга Щ. В настоящей работе эта задача решается для 
случая минимальных нормально-наследственных Н0-функций. Кроме того, 
описываются также максимальные Н0-функции для класса Фиттинга % всех 
л - нильпотентных групп. 

Рассматриваются только конечные группы. В определениях и обозначени-
ях мы следуем [3]. Основные результаты работы анонсированы [4]. 

Лемма 1 [3]. Если группа N субнормальна в зруппе G и £ - непустой 
класс Фиттинга, то Nf-N/lGj . 

Минимальную нормально-наследственную Но-функцию класса Фиттинга $ 
описывает следующая 

Теорема 1. Пусть для некоторой нормально-наследственной 
квазилокальной Н-функции <р и sr=Supp(<4- Тогда £ обладает единственной 
минимальной нормально-наследственной квазилокальной Н-функцией 
fo такой, что 

f o ( p ) = | s n (G е %\G = X я " (X е если р е п. 
[0,если р е п ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вначале докажем, что существует единственная 
минимальная На-функция. Пусть ft - множество всех нормально-
наследственных квазилокальных Н-функций класса Фиттинга 5, Обозначим 
через f пересечение всех элементов из множества П. Возьмем класс групп 
S* = e„n(nf(p)DL<L.), где 7r=Supp(v>). Покажем, что Обозначим через fh pec 

где iel любую нормально-наследственную Н0-функцию, которой обладает 
класс Фиттинга % то есть fKtfflys^). 

реп 

Покажем, что 

Пусть Ge$\ Тогда G е f{p)0Jp^ Д™ любого простого р из множества п и поэтому в 

G существует нормальная подгруппа N такая, что Nef(p) и - Т а к ^ 

и f(pH~YI(p), то Nef,(p}. Следовательно, G е ( p P W для всех рел. Отсюда вытека-

ет, что Ge n fi(p)3JpCp..Тогда Ge(^n(nfi(p)DIp(L.) = 5 ипоэтому^с^. р«п реп 

Докажем включение Пусть G e t Тогда Gе<2пп< г» fj(p)0ip<2p<) и 
реп 

Gef;(p)3lp®pr для каждого реп. Тогда в G существует нормальная подгруппа 

Nh причем N,efi(p) и G/Nje3tp<Jp'. Пусть N=nte(Ni- Так как N|ef|(p) и ft(p) - нор-

мапьно-наследственный класс групп, то Nef(p). Но класс Jtp<Sp' является 

формацией и G/NjeJHpCp-. Значит G/NdJfpSp'. Далее по определению произ-

ведения классов групп следует, что Gef(p)3Jp<Sp' для любого р из п и поэтому 

* 
G e ^ r X n f(p)3!p(^)=5 . Итак, Geg и . Следовательно, 5=LRo(f). 

pei 
Возьмем теперь произвольную нормально-наследственную На-функцию д 

из П и докажем, что f(p)^g(p) для любого простого р. Пусть G ef(p). Так как 
ffp)=nte|f[(p), то Gefi(p) для каждого iel и поэтому е - f. для некоторого i 0 e l . 6 *io 
Тогда Geg(p). Отсюда заключаем, что feg. 
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Пусть f минимальная нормально-наследственная На-функция класса Фит-
тинга 5 и f0 такая квазилокальная HQ-функция, что 

f o ( р ) = [s n (G е = X (X е 5)), если р е п . 
[0,если р е п ' 

Тогда 5 = С п п ( n f(p)3Jp5p.) • Пусть класс групп 
реп 

х(р) = (G е$|G = ХЛр(гр '{Х е 3))- Докажем, что x(p)cf(p) для любого простого р из 

к. Возьмем группу Gex(p). Тогда по определению функции х существует 

группа Xeg такая, что G = Х3^3*5 . Так как Хе$, то х ef(p)3lpep.- Следователь-

но, существует нормальная подгруппа М группы X такая, что Mef(p) и 

Х / М е З г р е р < . Итак, х/МбЭ1рер' И, значит, х ^ с М . Но х 3 ^ < М и Mef(p). От-

сюда ввиду того, что f(p)=Snf(p) вытекает х 3 ^ ' ef(p)- Ввиду изоморфизма 

G=X 3 i p 5 p имеем Gef(p). Следовательно, f(p)sg(p) для любого простого р из 
п. Следовательно, f0(p)=SnX(p)c Snf(p)=f(p) и LRa(f0) является подклассом 
класса 

Докажем обратное включение Sd-Ra(fo)- Пусть Ge$. Очевидно, что 

G 3 ^ ' = G ^ . По определению функции f0 получаем оЯр8р ' ех(р)с f0(p)• Далее 

G / G 3 ^ еЗ^йр, и G31p<fp' <G, причем G35"5"'ef0(p)- Следовательно, 

G е f0(p)3Ip®p' Л1151 любого простого р из к. Итак, Ge<5n n ( n f0(p)ffipSp.) и 

5 с Q? nn(n f0(p)DI„SD0 . Тогда 5=LRo(fo) и f0=f минимальная из нормально-
реп 

наследственных Н0-функций класса % 
Теорема доказана. 
Опишем теперь максимальную из нормально-наследственных, 

Do-замкнутых На-функций для класса ^ всех нильпотентных я-групп. Пред-
варительно докажем следующую лемму. 

Лемма 2. Пусть ~LR0(f) для некоторой Н0 -функции f и x=Supp(f). 
Причем f(p)=Snf(p) и f(p)=D<J(p) для всех р из ж Тогда справедливо следую-
щее утверждение: 1(р)П Л^сЩ, для всех р из п. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем группу G минимального порядка такую, 
что Ge(f(p)n \9Gp для некоторого р из п. Пусть U произвольная собствен-
ная подгруппа из G. Так как G - нильпотентная л-группа и класс f(p) - нор-
мально-наследственный, то U€f(p) и Ue Следовательно, Uef(p)fl и, 
ввиду выбора G, UeDIp. Итак, произвольная подгруппа U из G принадлежит Эір. 

Так как G нильпотентная группа, то она представляется в виде прямого 
произведения своих силовских г-подгрупп G = Uix,.,xUSl причем Ui е Dip,..., 
Us € 31р. Следовательно, Ge3V Получили противоречие с выбором G. Значит 
в G нет собственных подгрупп кроме единичной, т.е. G - простая группа. По-
этому GsZq , где q еясР и q*p. 

Далее положим Х= Zq"lZp=( Z<,x...x z , ) х Zp, где Х*= Zqx...x z<,. 
Так как Zp - силовская р-подгруппа группы X и Zp не является нормальной 

подгруппой в X. то Х<£Я. 
Из свойств полупрямого произведения следует , что Х/Х s Zpe3lp. Но GsZ<, 

и класс f(p) D0 - замкнут, поэтому X*ef(p). Тогда по определению проиэведе-
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ния классов групп, получим х е f(p)9Ip ^ f(p)3Jp<£p. • Т а к как XJXe% и 

х ' = х к • т 0 XeHlqDlp- Н о Р*Ч и - формация, следовательно, 

ад с с f(q)D?qeq. • Итак, X e f W q V 
Возьмем простое число г из п, причем г*р и r*q. Далее |X|=qp-p и тогда 

f(r)jR,® r '- Следовательно, X е f (г )%<ir, для любого 

г из к, причем г *р и r *q Таким образом, 
J f « ( / ( p ) X p e p . n / ( » ) f l l q e q , п f{r)XT<&T>)n<Z„=LRQif)=X„ 

ге./Г 
Получили противоречие с тем, что XfCI. Это завершает доказательство 

того, что f(p)fi Зір для всех простых р из я. 
Лемма доказана. 
Теорема 2 Класс Фиттинга всех нильпотентных я-групп определя-

ется HQ-функцией х такой, что 

р е д 

[0,если p e r i 
При этом функция х является максимальной из нормально-

наследственных, Do-замкнутых Н0-функций класса и для всех простых 
рел справедливо равенство х(р)=х(р)Щ, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем вначале, что х(р) нормально-
наследственный класс групп. 

Очевидно, что x(p)£S„x(p). Пусть GeSnX<p). Тогда существует группа 
Кех(р) такая, что G<K. Далее к < к и q < G . Так как группа G нормаль-Лд чДп 

на в группе К, то по лемме 1 получаем к аг п
п с = с э г 1 1 . Тогда Gat„ Но 

Кех(р) и поэтому к э г „ является р-фуппой. Следовательно, G заявляется р-

группой. Отсюда получаем, что Gex(p) и Sr,x(p)cx(p). Следовательно, класс 
х(р) является нормально-наследственным для любого р из л. 

Докажем Do-замкнутость класса х(р). 
Очевидно, что x(p)£D<>x(p). Пусть группа GeDox(p). Тогда в G существуют 

нормальные подгруппы G . такие, что Giex(p), где i=1,...,r и G=G-|X...xGr. Пока-

жем, что Gex(p) Так какЭ^ - класс Локетта, то «(G,)® х . . . х ( О г ) ^ - н ° 

G,ex(p) и, следовательно, (Оі>яп является р-группой для ie{1,,..,r}. Значит °агп 

р-фуппа. Тогда Gex(p) и DQX(P)C х(р). Итак, класс х(р) Do-замкнут для любого р из к. 
Покажем теперь, что х(р)=х(р)Э?р для любого р из л. 
Очевидно, что х(р)£х(р)ЭТр. Пусть группа Gex(p)2?p. Тогда существует нор-

мальная подгруппа К группы G такая, что Кех(р), причем G/Ke Ввиду 
изоморфизма G ^ K / K s G ^ / f G ^ n K ) и леммы 1 получаем 

G 3 I I , K / K = G 0 I N
/ К 3 ! „ . Но G/Ke Dip, И ПОЭТОМУ фактор G 3 I N

K / K является 

р-группой. Следовательно, GJ i n / К 3 ! п е9?р у а к как Кех(р), то Тогда 
G згп

 е 31 р и Gex(p), что доказывает равенство x(p)=x(ppip для любого р из л. 

Докажем, что х является максимальной из нормально-наследственных, 
Do-замкнутых квазилокальных Н-функцией класса 

103 



Пусть f - произвольная нормально-наследственная Н0-функция, задаю-
щая класс 3 k Покажем, что f(p)cx(p) для любого р из к. Пусть G<=f(p). Так как 
f(p) нормально-наследственный класс групп, то ef(p) и Значит 

G<jin e3t„nf(p). но по лемме 2 f(p)fi X q Э?р, значит, G ecjj . Следовательно, 

Gex{p) и f(p)sx(p) для любого р из к. Так как fsx, то fСР)^р®р' е x(p)0Ipgp. для 

любого р из к. Итак, Э?„ = (пГ(р)аірер.)^6пЕЬК^(х). реп 

Докажем включение LRQ(X)C 
Выберем группу G минимального порядка такую, что G<ELRQ(X)\ Тогда 

группа G комонолитична и ее комонолит G Я п . Так как G E * ( P P P « P ' , т о суще-

ствует нормальная подгруппа N в G такая, что Nex(p) и Т а к к а к 

подфуппа N нормальна в G, то по лемме 1 G r i N = N Ввиду того, что Ji л 91 J J 

G 3 I N - единственная максимальная подгруппа в G, получим G K N П N = N . 

Итак, N = N3 j n . Но NGX(P), поэтому S 3 V Следовательно, N е и по-

этому N < G Я Р . Так как G / N EK P G P . И 3!Р2Р. ~ формация, то ввиду изомор-

физма, (G/NVFGJJJP / N) = G / G J J P еЗІрйр-. Следовательно, Ge9fpep- Д л я лю-

бого простого р из л. Отсюда вытекает, что G e n f(p)MDeD'- Кроме того 
реп 

G e £ n - Итак, GeLRd(f)=^. Получили противоречие с выбором G. Следова-
тельно, 3F,= LRQ(X). 

Теорема доказана. 
Следствие. Класс Фиттинга 3!всех нильпотентных групп определяет-

ся Но-функцией х такой, что 

При этом функция х является максимальной из нормально-
наследственных, Do -замкнутых Но-функций класса 31 и для всех простых 
реР справедливо равенство х(р)~х(р)^,. 
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