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Исследование свойств 
§-профраттиниевых подгрупп 

конечных групп 
Важной задачей в теории конечных групп является задача отыскания и ис-

следования свойств характеристических классов сопряженных подгрупп. Ка-
чественно новый этап в изучении характеристических классов сопряженных 
подгрупп был связан с выходом статьи Гашюца [1], положившей начало но-
вому направлению в алгебре - теории формаций. В теории формаций все 
частные результаты, относящиеся к рассматриваемой задаче, освещены с 
общей точки зрения. Поскольку теория формаций появилась как итог интен-
сивного изучения конечных разрешимых групп, то все первоначальные конст-
рукции и результаты теории формаций тесно связаны со свойствами разре-
шимых групп. Однако, в дальнейшем теория формаций стала развиваться 
также в произвольных конечных группах, бесконечных абстрактных группах, 
алгебрах Ли, топологических группах. В работе [2] Хоукс ввел g-профрат-
тиниеву подгруппу в конечных разрешимых группах, что обобщает соответст-
вующий результат работы [3]. В работе [4] Ферстер построил 1-профрат-
тиниеву подгруппу с помощью понятия короны группы для класса конечных 
разрешимых групп, где 1 - класс Шунка. В вышеуказанных работах явно 
предполагается разрешимость группы. 

Данная работа посвящена построению и установлению основных свойств 
5-профраттиниевых подгрупп в произвольных конечных группах. Через Щ в даль-
нейшем обозначаем некоторую локальную формацию конечных групп. Все рас-
сматриваемые группы и классы групп будем брать из класса всех конечных 
групп. Все необходимые обозначения, определения и результаты см. в [5-7]. 

Определение [8]. Пусть С, / R,, С2 / Л2| . . . , С„ I R„ - множество всех 

Яг-эксцентральных корон группы G. Всякое пересечение Я, П Н2 П ... П Н„, 
где Hi - дополнение к Q / Ri в группе G (/ = 1, 2,..., и), называется 
5-профраттиниевой подгруппой группы G. Если в группе G нет абелевых 
нефраттиниевых g-эксцентральных главных факторов, то 5-профраттиниевой 
подгруппой группы G называют саму группу G. 

В дальнейшем понадобятся следующие две леммы из [3], доказательства 
которых не зависят от разрешимости группы. 

Лемма 1. Во всякой группе G существует такой нормальный ряд 

G = G U З ... ID G L A [ = # , _ , Э ... 2 Н 1 Л = G 2 , 1 З ... З G 2 „2 = Я 2 1 З 

3 #2,¼ = - =Gm,i => ... З Ст йт=Нщ 1 З ... З НтК = 1, (1) 
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что Gjj / Gjj+1 - нефраттиниевый G-главный фактор, a H, k / с: 
с Ф [G/ Hitk+1), 1 < / < /и, 1 < у < а „ 1 < k < bi, причем, для всех i , j , к 
фактор Gij / G,j. i G-изоморфен фактору 6', ^ / G и не G-изоморфен 
фактору Gh,k/Gh.b h если Нф i. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если G - простая группа, то утверждение леммы 
очевидно. Пусть G имеет минимальную нормальную подгруппу М. По индук-
ции для фактор-группы G / М утверждение леммы справедливо. Следова-
тельно, если М с. Ф (G) или же, если во всяком главном ряду группы G име-
ется лишь один нефраттиниев фактор, G-изоморфный М, то утверждение 
леммы справедливо и для G. Таким образом, полагаем, что во всяком глав-
ном ряду группы G имеется более одного нефраттиниевого фактора, 
G-изоморфного М. Пусть 

G / M ~ G * , / M 3 ... з G*j0i /М = н'хх / М з ... D f f l ' A / M = G j 1 / M D 

з . . . э / м = Я у / Л / Э... Э / М - ... = G ^ / M з ... з 

з G* / М = Я * / М з ... з Я* /М=-М/М m,am т, I — — т,д„ 

нормальный ряд группы G/M со свойствами, указанными в лемме, причем, 
факторы G* - /G* .+1 G-изоморфны сМ, / = 1, 2, ... , а/. Заметим, чтоМ-абе-
лева группа. Действительно, так как группа MG-изоморфна с G* VG*y.+1, то 

CG(M)=CG (С*и/С'и+1).НоМс G *j+1 с= CG (G*tJ/G[j+l) = CG(M). Эта 
означает, что М - абелева группа. Так как М не входит в Ф(С), то в группе G 
найдется такая максимальная подгруппа Я, что М не входит в Я. Заметим, 
что поскольку М- абелева группа, то Я П М= 1. Покажем, что G'jk П Я -

нормальная подгруппа в группе G для всехj > / и k = 1, 2, ... , а,. В самом 
деле, так как G* к с: CG (М) , то G'jk П Я централизуется подгруппой М. 

Кроме того, подгруппа G*jk П Я нормальна в Я. Следовательно, G * t П Я 

нормальна в G. Аналогично убеждаемся, что Я* h П Я - нормальная под-

фуппа в G при всех / > г и h е { 1, 2, ... , by} . Докажем теперь, что фактор 

G*, / G*n П Я G-изоморфен М. В самом деле, так как ( G*iX П Н) М = 

= G*j п нм = G ' j п G = G'iX И G'iX п н п м = 1, то имеет место 

G-изоморфизм: 
GL / G * , п Я = f G ; , 1 П H)M/G]X п Н= М / М П G* ! П Я s М. 

Отметим также, что имеют место G-изоморфизмы: G*jk П Н / G*jkyX П Я = 

Г^ ; . , n H)/G]MX =G\k п G'jMX H/G]MX ^G].k/G'JMX. Покажем 

теперь, что при любых/ > i,к = 1,2, ... , G*jk П Н/G*jk+X П Я - неф-

раттиниевый фактор в группе G. Так как по предположению (G*jk/ М) / 

(G*j к+х/М) - нефраттиниевый главный фактор в группе G / М и имеет место 
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изоморфизм G/M = Я, то G'jk ПЯ/G* П Яне входит в Ф (H/G'jM ПН). 
Последнее означает, что в группе Я найдется такая максимальная подгруппа 
S, что G* ktl 0 If (z S и G* к П Я не входит в S. Тогда справедливо, что 

(G'j k П Н) SМ = IIМ =•• G, G*jMX П Я с SM. Значит, G*j k f]H/G'jMl П Я 

не входит в Ф (G/G'j. t f I П Н). Введем обозначения: 

Gh,k = G'h,k Д л я h < 2. - . а л 

Hh,k ~H*h,k Д л я h<i,k=1, 2, ... , bh 

GiX - G*, , GMk = G]k П Я для k = 1, 2, ... , a ,. 
= G)jk П H для j > к, к = 1, 2 a j 

Hj,k = H'j,k П Я для j> к,k - Л,2, ... 
Теперь видим, что в группе G существует ряд, обладающий свойствами, 

указанными в лемме. Лемма доказана. 
Лемма 2 [3]. Пусть А, В, АВ - подгруппы группы G;x, у е АВ. Тогда 

А П ВиАл П Ву сопряжены в А В. 
Теорема 1. Пусть Т - любая %-профраттиниева подгруппа группы G. 

Тогда Т изолирует все абелевы нефраттиниевы эксцентральные глав-
ные факторы группы G и покрывает остальные главные факторы группы 
G, причем, если %-корадикап группы G разрешим, то все профрат-
тиниевы подгруппы группы G сопряжены в G . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если группа G не имеет абелевых нефраттиниевых 
$-эксцентральных главных факторов, то G совпадает с g-профраттиниевой 
подгруппой группы G и утверждение теоремы в этом случае очевидно. Пред-
положим теперь, что G имеет абелевы нефраттиниевы ^-эксцентральные 
главные факторы и пусть С1/Rx , ... , Cn/Rn - все ^-эксцентральные коро-
ны группы G. Доказательство проведем индукцией по числу n . При и = 1 тео-
рема верна в силу леммы 5 и теоремы 1 из [7]. Пусть п > 1 . В силу леммы 1 
существует нормальный ряд: G = G1 0 з ... з G l a i = Я, 0 з . . . з Я1А[ = 

= G 2 0 з ...3G20j = Я 2 0 з . . . з Я 2 Л = ...= Gm0 з ... = ) G M A J - Нт0 з ... 

з Hmhm = 1, в котором G v / G, J+I есть нефраттиниев главный фактор G, и 

Hlk/Н1М1 с Ф (G/HhM Л 1 <i<m,0<j < a„0<k<bпричем 

для всех i , j , к фактор Gy / G/ J + , G-изоморфен фактору G ik / G a + 1 и 

G /GjJ+x не G-изоморфен фактору G hr /Ghr+], если h * i. Пусть / -такой 

наибольший номер, что фактор G / 0 / G n - S-эксцентрален и пусть 

JV = G / 0 . Не теряя общности, мы можем считать, что С, / Rx является 

(G lfi / G, x) - короной. Покажем теперь, что (Сi N/N) / ( R t N/N) есть 
5-эксцентральная корона фактор-группы G / N. Для этого достаточно пока-
зать, что N с: R . Допустим, что имеется такой нефраттиниев главный фактор 
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С, / М , что N не входит в М и С, / М G-изоморфен G - главным факторам 
из С,. / R i . Легко видно, что фактор N/M П # и Сt /М G-изоморфны. Далее, 
если L - дополнение к Сi / М в G, то L С, = G и L П С, = М . Тогда 
LN = LMN = LC,^G,L^ А / з M f | i V n £ есть дополнение к N/N f | М 
в G. Следовательно, фактор N/M П N нефраттиниев. Применяя теорему из [9], 
заключаем, что найдется такое t > I, что фактор G,0 / G ( 1 и фактор 
N / М N G-изоморфны. Но фактор N / М П N G-изоморфен G-главным 
факторам из С( / Д., а значит и факторам Gso / GSI для некоторого s < I. 
Полученное противоречие показывает, что N^ .R t . Таким образом, 
(СtN/N) / (RtN/N) = (С, /N) / (Ri /N) есть g-эксцентральная корона 
группы G / N. Пусть At - дополнение к короне С, / Rr Тогда В / N = 
= (А2С\А ЗП -•• П А п)/N есть $-профраттиниева подгруппа группы G/N и 
Т = В П A t есть g-профраттиниева подгруппа группы G. Т.к. по индукции для 
G/iVтеорема верна, то \ ( G / N ) : ( В / N ) \ совпадаете произведением поряд-
ков абелевых нефраттиниевых g-эксцентральных главных факторов группы G 
/ N произвольного главного ряда группы G / N. С учетом равенства 
| (G/N) : (B/N) \ = \G\/\B\=\G: В\ заключаем, что | G : В | совпадает 
с произведением порядков тех нефраттиниевых факторов главного ряда груп-
пы G, которые G-изоморфны G-главным факторам из C2/R2 , . .., С„/R„ . 
Покажем, что | G : Т | = | G : В J \ G: Аг\. Для этого предварительно покажем, 

что А^ (А2 П ... Г\А „ ) = G. В самом деле, по лемме 5 из [7] подгруппа Ах 

изолирует G-главные факторы, G-изоморфные G-главным факторам из 
C j / Rx и покрывает остальные G-главные факторы. Значит, АХС10 = G. 

Т.к. А, - дополнение к С, / Rt и, кроме того, как показано выше, G, 0 = N с; 

с Rt , i = 2, ... , п , то At з G иАх(А2 Г\ ••- Г\А п) = G. Далее, в силу ра-

I В I венств | G : Ах | = | А1 В : Ах | = ^ ^ ^ ^ и | G : В | = | Л , В : В | = 

I 4 I , , , M i I • I в I , , „ „ , видим, что G:A, G : В = 1 — — . Т.к. кроме того, 

I А I • I В ' 
\G:T\= 1 1 1'1—1 ,to\G:T\ = \G:A, \ G : В |. Теперь в силу 

\АХ П В | • | Ах П В | 

леммы 5 из [7] индекс | G : Ах | совпадает с произведением порядков абеле-
вых нефраттиниевых 5-эксцентральных G-главных факторов произвольного 
главного ряда группы G, G-изоморфных G-главным факторам из Сх / R x , за-
ключаем, что | G : Т | = | G : А, 11 G : В | совпадает с произведением порядков 
нефраттиниевых g-эксцентральных факторов произвольного главного ряда G. 
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Следовательно, подгруппа Т изолирует все абелевы нефраттиниевы 
5-эксцентральные G-главные факторы и покрывает остальные G-главные 
факторы. 

Пусть теперь S-корадикал группы G разрешим. Пусть A t и В, - дополне-

ния к короне С,- /R,,i= 1 ,2 , ... , п. Тогда (А2 П ••• П Ап ) / N и (В2 П ... 

П В п ) / ./Уесть g-профраттиниевы подгруппы группы G /N (здесь, как и выше 

N -= G / 0 ) . ПО индукции найдется такой элемент xN е ( G / N ), что 

( А 2 П ... П А „ ) / N = ( ( В 2 П П 5 J / N x N . Отсюда следует, что 

А 2 П ... П А„ = ( В2 П -•• П В п ) х . Кроме того, по теореме 1 из [7] 

A f = 2?, для некоторого элемента у е G. Теперь в силу леммы 2 видим, что 

А, П А2 П ••• П А п и 2?, п я 2 П ••• П В„ сопряжены в G. Терема доказана. 
Следствие 1. В любой группе G существует подгруппа, которая изолирует 

все абелевы нефраттиниевы эксцентральные главные факторы и покрывает 
остальные главные факторы группы G, причем, если группа G разрешима, то 
все такие подгруппы сопряжены в G. 

Следствие 2. В любой группе G существует подгруппа, которая изолирует 
все абелевы нефраттиниевы нециклические главные факторы группы G, при-
чем, если группа G разрешима, то все такие подгруппы сопряжены в G. 

Следствие 3 [3]. В любой разрешимой конечной группе существует под-
группа, которая изолирует нефраттиниевы главные факторы группы и покры-
вает остальные главные факторы группы. 

Теорема 2. Пусть N - произвольная нормальная подгруппа группы G. То-
гда и только тогда А / N является %-профраттиниевой подгруппой группы 
G / N, когда в G найдется такая %-профраттиниева подгруппа В, что 
A/N = BN/N. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность. Покажем сначала, что В N / N вхо-
дит в некоторую S - п р о ф р а т т и н и е в у подгруппу группы G. Если G / N ие имеет 
абелевых нефраттиниевых g-эксцентральных главных факторов, то G / N яв-
ляется §-профраттиниевой подгруппой группы G / N и следовательно, BN / N 
входит в $ - п р о ф р а т т и н и е в у подгруппу группы G /N в этом случае. Пусть G/N 
имеет абелевы нефраттиниевы ^-эксцентральные главные факторы. Пусть 
(Сt / N ) / (R , / N ) - произвольная g-эксцентральная корона фактор-группы 
G/Nи пусть М/N- такая максимальная в G /N подгруппа, которая допол-
няет некоторый (G / N) - главный фактор (Н / N) / (К / N) из (Сt / N) / 

/ (Rt /N) . Тогда максимальная подгруппа Мв G дополняет G-главный фактор 
Я /К. Пусть С / R - ( Н / К) - корона группы G. Тогда легко показать, что 
R с: М По лемме 3 [7] имеем, что RH / RK есть G-главный фактор. Итак, М 
дополняет некоторый G-главный фактор из С / R. Значит, ввиду леммы 4 из 
[7] в группе G найдется такая максимальная подгруппа D, что Dc = MG и 
8 с й Понятно, что ядра подгрупп М/N и DN / N совпадают. Таким обра-
зом, в G /N найдется такое дополнение к короне (С/N)/ (R .JN), которое со-
держит BN / N. Следовательно, в G / N найдется такая ^-лрофраттиниева 
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подгруппа L/N, что BN/N с L/N. Ввиду теоремы 1 ясно, 4toBN/NiaL/N 
имеют одинаковое свойство покрытия-изолирования главных факторов груп-
пы G / N. Теперь в силу леммы 4 из [6] имеем, что порядки групп В N / N и 
L / N совпадают. Учитывая теперь включение BN/N с: L/N заключаем, что 
BN/N = L/N, т.е. B/V/7Vявляется g-профраттиниевой подгруппой группы G/N. 

Необходимость. Пусть ( Н / N ) / ( К / N ) - произвольный абелев нефратти-
ниев ^-эксцентральный (G /N) - главный фактор. Покажем прежде, что если 
(С/N) / (R/N) - произвольная g-эксцентральная корона в G/N, то для любо-
го дополнения L / N к этой короне в G / N справедливо, что L /N z) F N / N, 
где F- некоторое дополнение к (Н/К)-короне в G. Действительно, пусть 

R/N = Qq /N cz QX /N D ... a QM /N = C/N (1) 
произвольный участок ^6г/Л9-главного ряда между R / N и C /N . 

Покажем, что в группе (G / N) найдутся такие максимальные подгруппы 

Mx/N, M2/N, ...,Mm/N, 4toL/N = Mx /N П M2 /N f | - - - П Mm /N 

и, кроме того, Mt / N дополняет в группе G / N фактор (Qt / N) / (Qt_x / N). 

Пусть Нх / N , Н2/N , ... , Нт / N - такие максимальные подгруппы, что 

Я, / N дополняет фактор (Qi IN)/ (gM / N). В силу леммы 4 из [7] для лю-

бого / е { 1, 2, ... , т] найдется такая максимальная подгруппа М[ / N, что 

L / N с: М. / N и Mi / N и Hi / N имеют равные ядра. Понятно, что М , / N 

дополняет фактор (Qi /N) / ( g M /N) и, кроме того, видно, что L/N= Mx/N 

П М2 /N П - - - П Мт /N. Пусть С, /R x - (Н/К) - корона группы G. По-

скольку CG (Н/К) /N = CG/ N (H/N/K/N), то Сх = С. Покажем, что Л, с R. 
Имеем, R/ С = П (S / N), где S / N пробегает все такие нормальные подгруп-
пы в G / N, что (С / N) / (S / N) - нефраттиниев (G / Л^-главный фактор, 
G-изоморфный (Н / N) / (К / N) и Rx = f | A где D пробегает все такие нор-
мальные в G подгруппы, что С / D нефраттиниев G-главный фактор, 
G-изоморфный Н/К. Но если (С/N) / (К/N) нефраттиниев (G/N)-главный 
фактор изоморфный (Н/ N) / (К/ N), то С/Я-нефраттиниев G-главный фак-
тор, изоморфный Н/К. Отсюда вытекает, что Rx с: R. Если Rx = R, то L -
дополнение к короне С / R, т.е. доказываемое утверждение в этом случае 
очевидно. Пусть Rx Ф R и 

RX =VQCL F , <=...<= V, =R = Q0CQLCI... ^ QM =C (2) 

участок главного ряда группы G. Пусть КХ, К2, . . . , К1 - такие максималь-

ные подгруппы группы G, что K i дополняет фактор Vi / V і А в группе G. 

Пусть F = КХ П К2 П - - . П К, П МХ П М2 П • . - П МТ. Легко видно, что 

F - дополнение к С /RX в группе G. При этом, поскольку МХ П М2 П . . . Г) 

МТ = Z, то ясно, что F N / N с: L / N. Возьмем произвольную 

5-профраттиниеву подгруппу А / N b группе G/N и покажем, что в G найдется 

такая 5-лрофраттиниева подгруппа Т, что А / N = Т N / N. Утверждение оче-

видно, если в G/Nnej абелевых g-эксцентральных нефраттиниевых главных 
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факторов. Предположим, что в G / N есть абелевы нефраттиниевы 

g-эксцентральные главные факторы. Пусть (Сг/ N) / (Rx/N) , . . . , (Сt/N) / 

(Rt/N) - все ft-эксцентральные короны группы G/N, причем, А /N = L х / N П 

. . . П Lt / N, где L, / N - дополнение BG / J VK короне (С J N) / (Rt/N) и 

(С J N) / (R,/N) есть (IIJ N) / (К,/ N) - корона. Пусть C'/R- - (Ht /К,) -
корона группы G, i = 1, 2, ... , t. Ввиду доказанного выше для каждого 
i Е {1, 2, ... , найдется дополнение Fi к короне С* / R] В группе G, что 

F,N/N с L/N. Значит, Fy N/N П F%N/N{\ . . . П F,N/N с A/N. По-

нятно, что (Fx П F2 П - • - П Ft) N/N с F , N/N F| - • • П Ft N/N ив G 

найдется такая g-профраггиниева подгруппа Т, что 71 с f , П F2 П • • • П F,. 
Значит, Т N / N с А / N. В силу теоремы 1 получаем требуемое равенство. 
Теорема доказана. 
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S U M M A R Y 
In this article the main properties of ^-prefrattini subgroups of finite groups are 

bult and researched. Earlier such problem was solved by Howkes, Forster in finite 
solvable groups and by Hoika, Skiba in groups with solvable %-residual, where § is 
a locally formation. 
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