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Волновые пакеты в упругом волноводе 
произвольного сечения 

Введение. Целью данной работы является вывод системы дифференци-
альных уравнений, описывающей распространение локализованных волн в 
упругой среде, ограниченной поверхностью волновода произвольного сече-
ния. В работе используется асимптотический метод, предложенный в [1, 2] и 
применявшийся в [3] для случая среды, ограниченной поверхностью враще-
ния. Решение аппроксимируется функциями, локализованными возле плоско-
сти центра волнового пакета, перемещающейся в продольном направлении. 

1. Постановка задачи. Рассмотрим неоднородную упругую среду, ограни-
ченную поверхностью Q волновода произвольного сечения, определяемую в 
цилиндрических координатах г , ср, г следующим образом: 

j(r,(p,z) :r = /[ср, z], О < ф < 2я,-°о < z < +°о|. (1.1) 

Уравнение, описывающее процесс распространения волн, имеет вид 

AU- . 1 ^ - 0 , (1.2) 
c2(z,t) dt 

где А - оператор Лапласа в цилиндрических координатах. 
Граничные условия берутся в виде условий отсутствия смещения 

С/|о = 0. (1.3) 

Предполагается, что функции /[<p,z], c(z,t) бесконечно дифференцируе-
мы по z , a c(z,i) непрерывна по t, более того 

с - 1 , / = 1,2,... при 8 ^ 0 . (1.4) 
oz oz 

Малый параметр введен для изучения семейства коротких волн, длина ко-
торых имеет порядок е, а мгновенная частота равна 8~'о>(/). Также предпола-
гается, что 

max / [ ф , г ] ~ £ . (1-5) -oo<z<+oo 
2. Метод решения. Следуя [3], решение задачи (1.2), (1.3) будем строить в 

виде волнового пакета (ВП) - семейства волн, бегущих вдоль оси Oz и лока-
лизованных в окрестности плоскости z = q(t). Последнюю будем называть 
центром ВП. 

Учитывая локальный характер решения задачи и небольшую ширину вол-
новода, удобно ввести локальную систему координат следующим образом: 

z = q(t)+^%, у = Ер . (2.1) 

В таком случае 0 < р < f[<$,z\ = e-i7[<p,z] , а уравнение (1.2) принимает вид: 
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d'U 1 dU 1 ЭЧ/ d'U 
-he-

ap2 Р dp Р1 Эф 5¾2 J 
2дЧ/ 

dt1 
+7zmq .d

2U -щ (2.2) 
' а ^а ' ' ' dt, 

Функция c(z,t) вблизи центра z - q(t) волнового пакета может быть разло 
жена в ряд Тейлора: 

Решение граничной задачи ищем в виде [3]: 

(2.3) 

(2.4) 

Б = \ < ^ у к + ъ У г , 1ш6(/)>0, (2.5) 

где u t (p , ^ ) - полиномы по £ , p(t) - волновое число, функция bit) характе-
ризует ширину волнового пакета. 

Подстановка функции (2.4) в уравнение (2.2) дает последовательность 
краевых задач 

* = 1,2,-. 
7=о 

X Г7 Uk-j I P=/[¢,^(/)1^ ' * ~ ^2'- > 

(2.6) 

(2.7) 
У=о 

где 

L0=c2[q(t)J 
д2

 | 1 а | 1 d2
 2 

др2 рдр р2 Эф2 -(ш-9/j)2 

dp dq Эш J dp Эі; 

Э2І0 3% a% ... d2L, • dL0 
\2р 

dp dpdq dq Эю dqda dpdm da 

1 d2Ln d f ^ 

2 dp 5¾ 

/ 
-i 

d2L0id2Lg ^ d % l d .dLBd 
dp2 dpdq dpda J BE, da dt 

d2Ln 1 ,d2L0 1 . d2L0 b Чн—¢0-
2 dp1 2 da2 dpdm 

-qp 

dp 2 
f —+f2—-J zz J z л 2 Эр Эр J 

(2.8) 

(2.9) 

2.1. Нулевое и первое приближение. В нулевом приближении {к=0) име-
ем следующую краевую задачу: 

L0u0=c2[q(t)/[ d и0 | 1 ди0 | 1 Э м0 
а 2 ' з ' 2 а 2 ^ М0 Эр р Эр р Эф 

+(a-qpfu0=Q, (2 .10) 

И0{ЛФ,<7(')]ЛФ,'}=0. (2.11) 

Решение (2.10), (2.11) сводится к задаче о собственном значении краевой 
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задачи с однородным граничным условием (2.11) для уравнения 

2 ко/ д2и 1 ди 1 д2и =0. (2.12) 
др2 рдр Р23ф2 f2(q) 

Пусть Хп - собственное значение краевой задачи (2.11), (2.12), а 

и*(р,ф,г) - соответствующая этому значению собственная функция. Краевая 

задача (2.10), (2.11) будет иметь нетривиальное решение щ = t )щ лишь 

при выполнении условия 

<D(0 = q i O p i t y i n p i O M O J ] , (2.14) 

где 

H\p,q,t) = ±c{qj\ р 
f \ q ) 

функция Гамильтона, а t) - полиномо по 
В первом приближении (к=1) имеем задачу 

A>«i = -4«о. 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) «1=-Г1М0 ПРИ Р = Л<М(0 ] -
Решение данной задачи имеет вид 

М | (рЛФ,0 = . (2-18) 

где/5(^,0 - неизвестный полином по подлежащий определению, 

- частное решение уравнения (2.16). 

Принимая во внимание самосопряженность граничной задачи (2.10), (2.11), 
равенство 

2лЛФ,?] 
J J Р"о(^о«1 + і , й 0 ^ ф = 0 
о о 

(2.19) 

является условием существования м,(р,^,ф,г) в виде (2.18). Чтобы вычислить 

значение второго подынтегрального слагаемого, необходимо определить опе-

раторы ЁІЗ-і д л я э т о г о проинтегрируем краевую задачу (2.10), (2.11) по 
dp dq 

параметрам р и q: 

г ди дЦ 
др др 

ди 8L 

~и0—2Н я-
дН 
др 

дН Jo _ п ;г "о dq dq 
-ип+2Н мп=0 

dq 

мо=0, - ^ = 0 при р=/ [ф ,^ (0] , 
др 

0 при р = / [ Ф , , ( 0 ] . 
oq др 

(2.20) 

Учитывая соотношения (2.20), условие (2.19) может быть представлено в виде 

дН 
~др yv dq ) 

дН 

'др. 
^ = 0 . 
5¾ 

(2.21) 

В [1] показано, что уравнение (2.21) имеет решение в полиномиальной 
форме лишь в том случае, если функции р и q удовлетворяют системе Га-
мильтона 

q = дН /др, р — -dH/dq . (2.22) 
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Это утверждение справедливо и для случая среды, ограниченной поверх-
ностью произвольного сечения. 

Полином P0($,t) в этом приближении остается неопределенным. 
2.2. Второе приближение. Во втором приближении (к-2) имеем краевую 

задачу 

А>и2 = - А а г А и о . (2-2 4) 

м2=-г і м і - г 2м0 при р-/|ф,<?(/)]. (2.25) 

Условие разрешимости данной задачи может быть выведено из уравнения 

J J рu0(L0u2 + Lxux + Z,2M0)dpd(p=0 . (2.26) 
о о 

Для того чтобы определить операторы d2L0 d2LQ 82L0 , краевую задачу 
dp2 ' dpdq ' dq2 

(2.10), (2.11) продифференцируем по параметрам р и q еще раз. К примеру, 

д ип „ GL„ дип ^dLn oil дип д L, 
dq2 ^ + 2 —-2 

dq dq do dq dq dq 2 "0 

-2 d
2Ln дН d Ln 

- u n + -

dadq dq da 
dH 

v дЧ j 

dL„ 8 H 
° da dq2 

un=0, 

п р и р = / Ы о ] . 
a Z si ~ J 1 ^ -I 2 " "Г"' Г -> IT'IV/J- (2.27) dq dqdp dp dp 

Подстановка формул (2.27) в (2.26), с учетом уравнений (2.21), (2.23), при-
водит к дифференциальному уравнению 

fe2Z),-2Z^>o=0 (2.28) 

относительно /^(^,0- Здесь 

Db=b- dzHtl „ д2Н , д2Н 
др2 -Ь

г + 2- -Ь+- , 
dpdq dq2 

А , ^ - + ^ 3 

, /ч 1 д2Н , rx . 
2 dp 

5¾ "dt 

r
 Ld2H д2Н 
b — r + 

dp dpdq) 

, , ч i [LrTS2tf . „дН dH .. 

2гсЛ<МІ 

- J I P"o 

rdL0 du'0 dL0 дщ S 

о 0 
гірсіф | (2.29) 

dp dq 9co dt 

В [1] показано, что уравнение (2.28) имеет решение в полиномиальной 
форме лишь в том случае, если функция b(t) является решением уравнения 
Риккати 
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(2.30) 

Это утверждение справедливо и для случая среды, ограниченной поверх-
ностью волновода произвольного сечения. 

Пусть функция b(t) является решением уравнения (2.30) с начальным ус-
ловием 

Можно доказать, что если функции c(z,f), f(z) являются бесконечно диф-

ференцируемыми по переменной z , то выполнение неравенства 1тЬ о >0 

влечет за собой выполнение неравенства 0 < 1шb(t) < +<» для любого конечно-

го интервала 0 < t < 7 , обеспечивая выполнение условия (2.5). 
Принимая во внимание (2.30), условие (2.28) принимает вид амплитудного 

уравнения для определения полинома 

Решение уравнения (2.32) было построено в [3]. 
3. Заключение. Таким образом, в работе построены система Гамильтона 

(2.22), уравнение Риккати (2.30), дисперсионное (2.14) и амплитудное (2.32) 
уравнения, описывающие распространение локализованных волн в среде, 
ограниченной волноводом произвольного сечения. 

Показана инвариантность данных уравнений относительно поперечного 
сечения волновода. 
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b(0) = b0, Imfe0 >0 . (2.31) 

д2Р дР дР 
(2.32) 
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