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Задача Копта для одного нелинейного 
параболического уравнения 

Рассмотрим уравнение 

Ut=^eu)-(eu-lf (1) 

с начальным условием 
и(х, 0) = u0(x), (2) 

где (х, t) е S = Я** [0, да), 0 < р < 1, и0(х) - неотрицательная непрерывная 
функция, которая может расти на бесконечности. Нас будут интересовать 
только неотрицательные решения задачи (1), (2). 

Данное уравнение подстановкой v = e u - 1 сводится к следующему нели-
нейному параболическому уравнению 

^ ( v + I K A v - / ) (3) 
с начальным условием 

v(x,0) = v0(x), (4) 

r f lev0(x) = e U Q ( x ) - 1 . 
Очевидно, что v0{x) и v(x, t) будут также неотрицательными функциями. 
Уравнение (4) является равномерно параболическим, следовательно, оно 

может иметь только классические решения (см., например, [1]). 
В данной работе изучается поведение решений задачи Коши (3), (4). Дока-

зывается, что при определенных условиях, наложенных на функцию v0(x), 
решение задачи (3), (4) в любой точке у е Ff обращается в ноль за конечное 
время. При этом используются методы работ [2, 3]. 

2 1 

Определение 1. Функция оз (х, f) е С х f (S), удовлетворяющая в S нера-

венству 
-COt+(<D+ 1)(Д й)- < э р ) < 0 ( > 0 ) , (5) 

называется суперрешением (субрешением) уравнения (3) в полупространстве S. 
Определение 2. Решение v(x, t) задачи (3), (4) называется минимальным 

решением этой задачи в S, если для любого другого решения v(x, t) задачи 

(3), (4) в S выполняется неравенство v(x, f) < v(x, f). 
Таким же образом вводятся понятия суперрешения и субрешения уравне-

ния (3) и задачи (3), (4) в полосе S r = Я?* [0, Т). 
Теорема 1. Пусть функция <р (х, t) является суперрешением уравнения 

(3) и v0(x) < <р (х, 0). Тогда в S существует минимальное решение задачи 
Коши (3), (4) такое, что v(x, t) < ср(х, t). 

Теорема 1 доказывается так же, как, например, в работе [2]. 
Определим класс К (S) неотрицательных функций У// (х, f), для которых на 

1 
2 1 - р 

множестве S выполняется неравенство: у/(х, t) < М, ( a\ + \ х \ ) 
Здесь и далее через М,\л аг/будем обозначать соответственно положитель-

ные и неотрицательные постоянные. 
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Теорема 2. Пусть функция v0(x) удовлетворяет неравенству 
1 

г 1 -Р 
v о (х) < Cw ( «2 + ] х Г) 

где 
1 

^ 11 -р 
C/v - (1 -Р) (6) L2(2p + A/(1 -р))_ 

Тогда задача (3), (4) имеет минимальное решение v(x, f) е К (S). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функцию 

1 

<p(x) = CN(a2 + | х | 2 ) 1 " Р . (7) 
Нетрудно показать, что при любом а2 функция <р (х) является стационар-

ным решением уравнения (3), а, следовательно, его суперрешением. 
Тогда по теореме 1 существует минимальное решение v(x, t) задачи (3), 

(4), такое, что v (х, t) < Ф(Х). 
Теорема 3. Пусть v0(x) удовлетворяет неравенству 

2 2 

v0(x)< А |х|1 ^ + |х|1 - Р ) , (8) 
где 

О < А < CN. (9) 
Тогда для любого у е R" минимальное решение v (х, t) задачи Коши (3), (4) 

обращается в ноль за конечное время Т(у). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем произвольное у е R™ и покажем, что 

при выполнении (8) существует такое значение Г(у), что v(x, t) = 0 при f > Г(у). 
Пусть |х| = г. Рассмотрим функцию 

9(r,t) = Eig(t) + V - £ , ) z ( r , |у|), (10) 
где 

1 

g(t) = (B-^-p)t)+
1-P, (11) 

z(r,\y\) = CN(r-\y\)J-P, (12) 

бі = 1 - А ^ , 0 < е < С « - А (13) 
^N 

Постоянные А и Cw удовлетворяют (6) и (9), постоянная В будет определе-
на в дальнейшем. В равенствах (11), (12) используется обозначение 

= max (0, s). 
Нетрудно показать, что для функций g(t) и z(r, |у|) справедливы следующие 

неравенства: 
g'+(g + VgP >о, (14) 

N -1 Р 
Lz = (z + V(zrr+—rzr-zH)<0, (15) 

при г> |у|, и Lz = 0 при г< \у\ 

Покажем справедливость 
Так как 0 < р < 1, то по свойству выпуклых функций 

е Р = 
и, следовательно, 

р 
Покажем справедливость соотношения L9 = 9t - (9 + 1)(Л0 - в ) > 0. 

) < 1, то по свойству выпуклых функций 

9 р = (S1 g(t) + ( 1 - 8 , ) z(r))Р > б1 g P{t) + (1 - б1) z Р(Г), 
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L9 > Б1 д' + (d (д + 1) + (1 - е,)( Z + 1)) х (Е1 д Р + (1 - s,)( z Р -z„ zr)) = 

= еі (д '+е, (д+ 1)gP) + (1 + ei)2(z + 1)( + 

+ 6,(1 - s 1 ) ( z P - z „ - ^ L z l Z r x g + i ) + e i ( i - e i ) g P ( z + 1). 

На основании определений функций g(t) и z(r, |у|), неравенств (14) и (15), делаем 
вывод о том, что LQ > 0. Следовательно, 0(r, f) - суперрешение уравнения (3). 

Определим постоянную В так, чтобы выполнялось неравенство 
v o (x )<0(x , 0). (16) 

Пусть для v0(x), А й в , справедливы ( 8), (9) и (13). Очевидно, 
1 2 2 

0(|х|, 0) = Е1В1 - p + C w ( 1 - ^ ) ( г - | у | ) +
1 " Р > (А + е) (г-|у|)+ 1 

Обозначим M(R) = max M s R v0(x) и рассмотрим уравнение 
2 

(А + е) (л - |у|)+
 1 = М(л). 

Пусть г = R(e) - наибольший корень этого уравнения. В силу (8) такой корень 
существует. Тогда неравенство (16) выполняется при r> R{k). Для выполнения 
неравенства (16) при r<R(e), достаточно подобрать функцию д (f) так, чтобы е, 

1 

g(0) = max w v 0 ( x ) . Тогда можно положить в,В1 " Р = max W<R v 0(х). 
J ~Р 

Отсюда S = Qj" max м < я v 0 (х) 

Функция 0(|х|, 0 удовлетворяет теореме 1, следовательно, существует ми-
нимальное решение задачи (3), (4), такое, что v (х, t) < 0 (х, t). Так как на осно-

Q 
вании (14) и (15) 0(у, t) = 0 при f > 1 _ ^ , то v (у, f) = 0 при 

1 - р 
(—max v 0 ( x ) ] 

t ( у ) = 1 -¾ ; ; / . о ? ) 
£ (1 - р) 

Теорема доказана. 
Замечание. Отметим, что в доказательстве теоремы 3 приводится оценка 

(17) времени зануления минимального решения задачи Коши в любой точке 
пространства. 
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S U М М A R Y 
We consider the Cauchy problem for a nonlinear parabolic equation. Behaviour 

of solutions of the Cauchy problem is investigated. The vanishing of the minimal 
solutions at a finite time is proved. 
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