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О свойствах равномерно вполне 
управляемых систем 

Рассмотрим линейную управляемую систему обыкновенных дифференци-
альных уравнений 

j = A(t)x + B{t)u , х(= Rn, tzR, и e Rm, (1) 

где и - вход, управление, х - выход, состояние системы, Л([)м B(t), t^R -
ограниченные кусочно-непрерывные матричные коэффициенты. 

Введем необходимые обозначения и понятия. Будем считать, что в каж-

дом пространстве R , к е N, зафиксирован канонический ортонормирован-

г* т 
ный базис е^ .. . ек и связанная с ним евклидова норма | |* | |= -Пиней-

ные операторы и отвечающие при таком выборе базисов матрицы будем 
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отождествлять. Через М и обозначим пространство матриц размерности 

kxl с операторной (спектральной) нормой [1] || А ||= sup—'— --, а через 
х*о I : х I 

К С м ( І ) , где / е й - пространство ограниченных кусочно-непрерывных ото-

бражений ГУ:/ > М ц с равномерной нормой || t / ( 0 l l c ~ s u P II ^(Oll • П Р°" 
ffc/ 

странство Мк] отождествим с Rk, поэтому запись КСк1(1) будет обозна-
чать пространство ограниченных кусочно-непрерывных отображений 
U \1 —> Rk с равномерной нормой. Будем также использовать величины 
а =|| А , Ь =|| В | | с , считая, что норма вычисляется по всей области I опре-
деления функции. Пусть X(t,s) - матрица Коши системы (1) с нулевым 
управлением, обозначим Q(t,s)-X(t,s)B(s), teR, seR 

Известны следующие определения равномерной полной управляемости 
системы (1). 

Определение 1 (Р.Е. Калман [2]). Система (1) называется ст - равно-
мерно вполне управляемой, если существует такое положительное число 
(3 > О, что матрица управляемости (матрица Калмана) 

Щ*0-'о и- or) = U"\Q{h,s)QT(t0,s)ds (2) 
'о 

при всяком /() г- R для любого S, е R" , £,||-1, удовлетворяет неравенству: 

t, TW ( / 0 , f 0 + а ) 4 > р . (3) 
Определение 2 (Е.Л. Тонков [3]). Система (1) называется a - равномер-

но вполне управляемой, если при некотором у > О для произвольных tQ е R 

и xq & R" найдется управление ы0 € /ГСш1([г0,*0 +а]), удовлетворяющее 
условию || wq | | с< у || xq || и такое, что решение j c ( / ) , / е I , задачи Коши для 
системы (1) с таким управлением и начальным условием 

удовлетворяет условию: 
x(t0 + о) = а . (5) 

Если коэффициенты системы (1) равномерно непрерывны, то эквивалент-
ность этих определений вытекает из теоремы 1 в [4] и теоремы 1 в [5]. Непо-
средственное доказательство этой эквивалентности в общем случае кусочно-
непрерывных коэффициентов можно найти в [6], где, однако, доказательство 
достаточности условий определения 2 для выполнения условий определения 1 
проводится от противного. Если же отказаться от условий кусочной непрерыв-
ности коэффициентов и рассматривать систему (1) с коэффициентами из ка-
ких-либо пространств интегрируемых функций, а также допускать измеримые 
ограниченные управления, то эти определения окажутся неэквивалентными. 
В частности, если элементы матрицы В не принадлежат пространству 

т о матрица управляемости Ж(Гд,Го + сг) может не существо-
вать, но при этом соответствующая система (2) может быть ст - равномерно 
вполне управляемой в смысле определения 2. В работе [7] решается задача 
глобального управления показателями Ляпунова для системы (1) с кусочно-
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непрерывной матрицей коэффициентов А и равномерно непрерывной мат-
рицей В в предположении, что эта система является а - равномерно вполне 
управляемой по Калману, что не позволяет непосредственно перенести ре-
зультаты этой работы на случай более общих коэффициентов. 

В настоящей работе приводится доказательство эквивалентности опреде-
лений 1 и 2 для систем с кусочно-непрерывными коэффициентами, не ис-
пользующее метода рассуждений от противного, что позволяет доказать ут-
верждение, эквивалентное следствию 1 леммы 1 в [7], в том, однако, в пред-
положении, что система (1) является а - равномерно вполне управляемой в 
смысле определения 2. 

Теорема 1. Если A(t) и B(t), t&R, - кусочно-непрерывные ограничен-
ные матрицы, то система (1) сг - равномерно вполне управляема е смысле 
определения 1 тогда и только тогда, когда она о - равномерно вполне 
управляема в смысле определения 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. Пусть имеет место определение 
Калмана, т.е. выполняется неравенство (3). 

Зафиксируем произвольное г 0 , тогда при заданном управлении u(t) ре-
шением задачи Коши (1), (4) является вектор 

т = X(t,t{))(x0 + lQ(t0,s)U(s)ds) - (6) 
'О 

Выберем на отрезке [^,¾ + управление u ( t ) ~ Q T + ст). 

Подставляя это управление в (6), при t = tQ + ст получим: 

x«Q+o) = X(t0+cs,tQXxQ - lQ(t^s)Q(t0,S)TW-\t0,t0 + G)x()ds)^ 
'о 

= X(t0+ a,)Оо = 0- (7) 

Кроме того, для всех / е [ / 0 , + ст] имеем соотношения: 

ii « ( о н - q t {tQ,tw~\t0,tG + а)*0 ||<ц ег(г0,о || • 

• II w-1 (f0,f0 + <*) II • I! *о N Р"1 II Я7'(О II • II ХТ(/0,/) • II х0 ||< 
<|3~' fc-exp(tfo)- II jcq | |=r| | Jtoll, (8) 

где у = |3~1 - £ - ехр( а а ) 
Соотношения (7) и (8) показывают, что система управления ст - равно-

мерно вполне управляема по Тонкову. 
Замечание 1. Вышеприведенное доказательство необходимости осно-

вано на той же идее, что и доказательство теоремы 2.16 в [8]. Оно полно-
стью совпадает с доказательством, содержащимся в [6] и приведено здесь 
лишь для полноты и последовательности изложения. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть система (1) ст - равномерно вполне управ-
ляема по Тонкову. Тогда при некотором у > 0 для произвольных ?о е R и 

хо е Я " существует управление м0 е KCmi([t0,t0 + ст]), удовлетворяющее 
условию | «о ||<у || jcq || и обеспечивающее равенство (5), которое при исполь-
зовании формулы (6) принимает вид: 
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t0+a 

'о 
(9 ) 

Возьмем произвольный вектор cf е R" , || ||= 1 . Умножая слева обе части ра-
fn +СТ •Т) rr1 U m 

венства(9)на £, , получим равенство - дс0 - | £ ¢ 2 , ) r f v , 
'о 

из которого вытекают соотношения 

\~ЬТХ0 и ' Т ^ е С о . ' М * ) * 1-'° I £ > т Q ( h > s ) u ( s ) I ds < 
'о t о 

£ ° f I1 ^ Q(to,s)II • II u(s) 1 ds< °/ °|| II -YIIX0 II ds -
'0 '0 

/ 0 + < 7 

(10) 

- Y II x o II' f \VQ(t0,s)\\cb. 
<o 

Отсюда имеем оценку 

II *o II 
Преобразуем квадрат интеграла в (10), используя неравенство Коши-

Буняковского [1, с. 51]. 

tY\\tTQMWds)2 =(°r(\\{TQ(tQ,s)\\-])ds)2 < 
to 

t0+a 
'0 

< I \\^TQ(t0,S)\\2ds'°la\2-dS = (T- " j \{TQ(t0,sy\2ds^ 
t0 + a 

I 
'0 'о 'о 

= * • °J " {{TQ(t0,s)Qr (t0,s)Ods =a • ZTW(tQ,t0 + . 
to 

Таким образом, вспедегвие несгфицэтепьносш обеих частей неравенства (10), имеем 

Щг0,/0 + сг)£>(°j"11£ГGOo.-OI\ds)2 > 
to 

Л „ г . Л2 
\ I 
к о II 

1 

у 2 а 
(11) 

Так как это неравенство выполняется для всех х0 е R и 

max 
*о 

I 1 

то, полагая в (11) р = 
у 2 ст 

f]fV 
^ I W I ; У1 и 

j 

получим неравенство (3) из определения 1. Та-

2 
У а 

ким образом, система а - равномерно вполне управляема по Калману. Дос-
таточность, а вместе с ней и теорема 1 доказана. 
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Теорема 2. Если система (1) с ограниченными кусочно-непрерывными 
коэффициентами A(t) и B(t), I е R, a - равномерно вполне управляема 

(по Тонкову), то найдется р > 0, позволяющее при всяком t(] е R для лю-

бого вектора ^е Rr, отыскать такие вектор vc Rm, | |v | |=] и 

момент времени t* е -f а] .что будет выполняться неравенство 

\^TQ(t0,t*)v | > р (12) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть система (1) а - равномерно вполне управ-

ляема по Тонкову, тогда при некотором у > 0 для произвольных е R и 

х0 е. R" существует управление uQ <= ЛГСт1([Го,г0+ <*]), удовлетворяющее 

условию |[ uq ||< у || xq || и обеспечивающее равенство (9) 

Возьмем произвольный вектор £ е R", || ||= 1 , умножим обе части равен-
tQ+V 

ства (9) слева на 1 : - - J ,s)u(s)ds . 
'о 

Взяв модуль от обеих частей последнего равенства и используя неравен-
ства для модуля интеграла и для спектральной нормы [9], получим 

'о >0 

'о 'о 
1 

/ ^ 
- J Z i \ t T Q ( h , s ) e i 

'o V " 1 'о / 

2 I '0+<T у < yvm- II xq II • max J |<f • 

'0+° 

Пуяъ ek -вектор, на котором достигается максимум величины J | f , 
'о 

_ 'о+о 
по / - 1,т . Тогда имеем неравенство у-Jm-1| д-q || • J \ £ Т Q ^ ^ ^ e ^ s >\ xq \. 

to 
Так как Q{t(,,t) - кусочно-непрерывная ограниченная матричная функция^ 

т то |<f Q(tQ,s)e/cI - кусочно-непрерывная ограниченная функция. Вследствие 
т * 

ограниченности функции |£ Q(to>-v)e&| найдется точка / е (/q,'о + о) , в кото-
рой будет выполняться условие 

\{TQ(to/)ek\>± sup \ZTQMek\. (13) 

Из соотношения (13) и того, что 

a- sup \ZTQ(.tQ,t)ek\>°] Ie r Q( t 0 , s y e k Vs , 
/е|>0,/0+£г] tQ 
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— — 
следует j Q(t0,s)ek№ > |<fT л0| 

'о 

Іуоліт ||xq|| 

Так как неравенство (14) выполняется для всех . ^ р й " , то аналогично 

I | t T x Q | 1 
предыдущей теореме, взяв р = • max — — — j = , будем 

2у<j-Jm х0 || д"о || 2у(j-v/ffl 

иметь Q(t0,t )ек>р> т= • Ц р • 2}>(Г-у/ ш ||Jc0|| 
Так как ||е*|1=1, ек с Rm, то, положив v = ек, получим, что для всех 

е /?" выполняется неравенство (12). Теорема 2 доказана. 
В заключение автор выражает благодарность ЕК. Макарову за поста-

новку задачи и внимание к работе. 
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5 U М М A R Y 
We consider system of ordinary differential equations with piecewise continuous 

coefficients. The system is linear with respect to state and linear with respect to 
control. Equivalency of definitions of uniformly totally controllability of such system 
both by Caiman and by Tonkov is proved. This fact allows to prove existence of 
control impulses for uniformly totally controllable by Tonkov system. 
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