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нильпотентного дефекта 3 

В работе рассматриваются только конечные группы. Все необходимые оп-
ределения и обозначения можно найти в монографиях [1-3]. Напомним неко-
торые из них. 

Всякую формацию конечных групп называют 0-кратно насыщенной. При 
л > 1 формацию F называют л-кратно насыщенной, если она имеет такой ло-
кальный экран, все непустые значения которого (л-1)-кратно насыщенные 
формации. 

Если X - класс групп, тогда через /„formX обозначают пересечение всех 
л-кратно насыщенных формаций, содержащих X. Для любых л-кратно насы-
щенных формаций F и М полагают F v „ М = /nform(F u М). Относительно опе-
раций v„ и п совокупность всех л-кратно насыщенных формаций /„ образует 
полную модулярную решетку. Формации из /„ называют /„-формациями. Для 
всякой /„-формации F через Fn обозначается минимальный внутренний 
(л-1)-кратно локальный экран. 

Пусть F и Н произвольные /„-формации. Тогда W-дефектом л-кратно на-
сыщенной формации F (или Н„-дефектом) называют длину решетки Fl„ Н n F 
(конечную или бесконечную) /„-формаций, заключенных между Н n F и F, и 
обозначают |F: Н n F |„. В случае, когда Н ~ N - формация всех нильпотент-
ных групп, Л/л-дефект /„-формации называют ее нильпотентным дефектом. 
/„-Формация F называется неприводимой (или /„-неприводимой), если 
F * /„form( v j / e г д е {X,| id} - набор всех собственных л-кратно насыщен-
ных подформаций из F, если же F= l„form( <и,с , X,), то формация F называет-
ся /„-приводимой. 

Задача изучения и классификации насыщенных формаций нильпотентного 
дефекта 3 поставлена в монографии Л.А. Шеметкова и А.Н. Скибы [2] (про-
блема 20.9). Решению этой задачи, а также изучению свойств кратно насы-
щенных формаций, имеющих ограниченный нильпотентный дефект, посвя-
щены работы автора [4-7]. В работе [4] установлен ряд общих свойств ниль-
потентного дефекта л-кратно насыщенной формации, а также дана класси-
фикация л-кратно насыщенных формаций нильпотентного дефекта < 2. 

В данной работе мы даем описание /„-формаций с нильпотентным дефек-
том 3, в случае когда л > 2. 

В дальнейшем, через S, /убудем обозначать формацию всех разрешимых 
и всех р-групп, соответственно (р - некоторое простое число). 

Нам понадобятся некоторые результаты работы [4]. 
Лемма 1 ([4, лемма 5]) Пусть М, F и Н - /„-формации, где М с: F Тогда 

\М: Н r\ M\n<\F: Hr\F\„. 
Лемма 2 ([4, лемма 6]). Пусть М, F X v\ Н - 1п-формации, причем F=M v„ X То-

гда если т, к и f - соответственно Нл-дефекты формаций М,Х и F то t < т + к. 
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Лемма 3 {[4, лемма 9]). Пусть М и F - произвольные 1п-формации, имею-
щие конечный нильпотентный дефект, п > 1. Тогда 

\F vn М : N n(F vn M)\n = \F: N r , F \n + \M : N r\ M \n - \F n M: N n (F r\ M) |„. 
Лемма 4 ([4, теорема 1]). Пусть F - приводимая 1п-формация, n> 1. Тогда 

и только тогда \F : N n F |л = к (к > 1), msda F удовлетворяет одному из 
следующих условий: 

1) f = Н v„ М, где Н - неприводимая 1п-формация и \Н N n Н |„= f, 
1 < f < /г - 1 ; a Af - такая 1п-формация, что \М : N М \n = к - и Н п М - мак-
симальная 1„-подформация формации Н, 

2) F = Н v„ /И, где М с N, а Н - такая неприводимая /„-формация, что 
\Н : N n Н |„ = к и МеН. 

Лемма 5 ([4, лемма 12]). При п> 2 всякая 1п-формация, имеющая нильпо-
тентный дефект 2, приводима. 

Лемма 6 ([4, теорема 2]). Тогда и только тогда 1„-формация F имеет ниль-
потентный дефект 2 (л > 2), когда F - H\v„ Н2 М, где М с N, а Н, и Н2 - раз-
личные минимальные n-кратно насыщенные ненильпотентные формации. 

Лемма 7 При п > 2 любая 1п-формация с нильпотентным дефектом 3 
разрешима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть F-/„-формация с нильпотентным дефектом 3 
Предположим, что F <t S и пусть G - группа минимального порядка из F \ S. 
Тогда G - монолитическая группа с минимальной нормальной неабелевой 
подгруппой Р = Gs. Пусть Н = /„formG. Так как Р - неабелева группа, то 
|7t(P)| > 2 и если рел(Р), то FP(G) = 1. По лемме 19.1 [2] имеем 
Н„(р) = /ff_iform(G/Fp(G)) = V,formG. 

Поскольку п > 2, то Нп(р) - насыщенная формация. Значит, п(Р) с п(Н„(р)). 
Пусть q, г en{P) \ {р} и Q, R - группы порядка q и г, соответственно. Понятно, 
что группы Q и R принадлежат формации Н„(р). В силу леммы 18.8 [2] суще-
ствуют точные неприводимые Fp[Q]-MOflynb V и FpfRJ-модупь И/. Пусть /_= [V]Q 
и К= [W\R. Тогда Op(L)=V и Op(K)=W. Так как при этом L / ОP(L) е Нп(р) и 
К / Ор(/<) е Н„(р), то по лемме 8.2 [2] имеем L, К е Н. Пусть L = /„formL и 
К = Inform К. Тогда поскольку п > 2, то L = NpNq и К = NpNr. Кроме того, ввиду 
следствия 19 10 [2] L и К - минимальные л-кратно насыщенные ненильпо-
тентные формации, т.е. /„-формации нильпотентного дефекта 1. Следова-
тельно, формация Н содержит подформацию L v„ К. В силу леммы 6 
/Vn-дефект формации L v n K равен 2. 

Поскольку qen(P), то F,(G) = 1 и согласно лемме 19.1 [2] имеем 
H„(q) = /„ ,fortri(G/F,(G)) = /^formG. 

Пусть D - группа порядка р. Так как D, R е H„(q), то X=[Y]D и Z=[T\R при-
надлежат формации Н, где У и Т - точные неприводимые F^D]-модуль и 
FgtRl-модуль, соответственно. Пусть X = !nfomX и Z = /„formZ. Тогда X - NqNp 

и Z = NqNr. По лемме 6 М„-дефект формации X v „ Z также равен 2. Так как 
X v n 2 с Н , т о 

M = LvnKvnXvnZ^H. 
Покажем, что ( t v „ K ) n ( X v „ 2 ) c N Допустим, что это неверно и А группа 

минимального порядка из ({L vn К) n ( X v „ Z)) \ N Тогда А - монолитическая 
группа с минимальной нормальной f-подгруппой R = Ан. Поскольку п й 2 и 
Ае. L v„ К т.е. Ac Lvn К = NpNqvn NpNr= Np (W,v„ Nr) e NpN, TO R - р-группа, 
т.е. t - p. С другой стороны, так как As X v„ Z ~ NqNpv„ NqNr= Nq (A/Pvr, Nr) с 
NqN, то R - q-фуппа, т.е. t - q. Получаем противоречие. Поэтому (L v„ К) п 
( / v „ Z ) c N. Применяя теперь лемму 3 заключаем, что \М : N n М |„ = 4. 

106 



Последнее противоречит лемме 1. Таким образом, наше предположение не-
верно h F c S . Лемма доказана. 

Теорема 1. Пусть F - приводимая п-кратно насыщенная формация 
{п > 2). Тогда и только тогда нильпотентный дефект формации F равен 3. 
когда выполняется одно из следующих условий: 

1) F = Н^ v„ Нг v„ Н3 v„ М, где М £ N, а Н^, Н2 и Н3 - различные минималь-
ные п-кратно насыщенные ненильпотентные формации; 

2) F = Н v„ М, где McN,aH~ такая неприводимая п-кратно насыщенная 
формация нильпотентного дефекта 3, что М cz Н 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть F - приводимая 
/„-формация нильпотентного дефекта 3. Тогда в силу леммы 4 формация F 
удовлетворяет одному из следующих условий: 

(1) F = Н v„ X, где Н - неприводимая /„-формация и \Н : N n Н |„= t, 1 < t < 2, 
а X - такая /„-формация, что |Х : N n X |„ - 2 и Н n X - максимальная 
/„-подформация формации Н; 

(2) F = Н v„ М, где М с N а Н - такая неприводимая /„-формация, 
что \Н: N n Н \п = 3 \л М <г Н. 

Пусть F удовлетворяет условию (1). Поскольку по лемме 5 любая 
/„-формация с нильпотентным дефектом 2 приводима (л > 2), то t = 1. Значит, 
Н ~ минимальная л-кратно насыщенная ненильпотентная формация. 

Кроме того, согласно лемме 6 X = Н: v„ Н2 v„Af, где М с N, а Н, и Н2- раз-
личные минимальные л-кратно насыщенные ненильпотентные формации. Так 
как по условию Н n X - максимальная /„-подформация формации Н, то Н <г X. 
Значит, Н\, Н2 и Н- различные минимальные л-кратно насыщенные нениль-
потентные формации. Таким образом, F = Н v„ X = Н v„ Н, v„ Нг v„ М, где 
формации Н, Hi, Н2н М удовлетворяют условию 1) теоремы. 

Если для формации F выполняется условие (2), то, очевидно, формация F 
удовлетворяет условию 2) теоремы. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть формация F удовлетворяет условиям теоремы. 
Тогда применяя лемму 3 легко убедиться, что |F: N n F )„ = 3. Теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть F - неприводимая п-кратно насыщенная формация 
(л > 2). Тогда и только тогда нильпотентный дефект формации Fравен 3, 
когда F = /„formG, где G - такая монолитическая группа, что G = [Р]Н, где 
Р = CG(P) - минимальная нормальная р-подгруппа группы G, Н = [Q]R, 
Q = Сн(0) - минимальная нормальная q-подгруппа в Н {q Ф р), | R | = р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть п > 2 и F - неприво-
димая /„-формация нильпотентного дефекта 3. В силу леммы 7 формация F 
разрешима. Обозначим через X максимальную /„-подформацию формации F. 
Тогда |Х : N n X |„ = 2. По лемме 6 X == Н, v„ Н2 v„ М, где М с N, а Н, и Н2 -
различные минимальные л-кратно насыщенные ненильпотентные формации. 
Ввиду следствия 19.10 [2] Hi = /„formA, где Д - некоторые группы Шмидта. По-
этому X g W2. Поскольку Х - единственная максимальная /„-подформация в 
F, то F - минимальная л-кратно насыщенная не Х-формация. Поэтому по 
следствию 18.6 [2] F = /„formG, где G - такая монолитическая группа с моно-
литом Р - G*. что F„(p) - минимальная (л-1)-кратно насыщенная не (NpXn{p))~ 
формация для любого р с 7г(Р). Так как формация F разрешима, то Р - абе-
лева р-группа для некоторого простого числа р. Поскольку л > 2, то NpX„(p) -
насыщенная формация. Значит, Р <? Ф(С). Поэтому Р = С в{Р) и G = [Р\М для 
некоторой максимальной в G подгруппы М 

Предположим, что F c N 2 . Тогда по лемме 19.1 [2] 

F„(p) = l„.,form(G/Fp(G)) = /„.,form/We N. 
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Пусть Н группа минимального порядка из F„(p)\ NpXn(p). Тогда Н - моноли-
тическая группа с минимальной нормальной д-подгруппой Q от Ф(Н), 
HIQ е NpX„[p). Так как И - нильпотентная группа, то Н = Q - группа простого 
порядка q (q t р). По лемме 18.8 [2] существует точный неприводимый 
Рр[Н]-модуль V. Пусть L=[V\H. Тогда ОP(L) =V. Ввиду леммы 8.2 [2] группа L 
принадлежит формации F. Но L g X. Поэтому F = /„formL. Но тогда по след-
ствию 19.10 [2] F - минимальная л-кратно насыщенная ненильпотентная 
формация, т.е. М„-дефект формации F равен 1. Получаем противоречие. 

Таким образом, F c W 2 . Поэтому F - минимальная л-кратно насыщенная 
не ^-формация. В силу теоремы 19.9 [2] F = /„formG, где G = [Р-іКІРгІРз). 
Р, - самоцентрализуемая минимальная нормальная л-подгрупла группы 
G, Р 2 = CG(P2) - минимальная нормальная s-подгруппа группы [Р2]Р3, |Рз I = t 
где г, s, t - некоторые простые числа. 

Предположим теперь, что г Ф t. Тогда поскольку л > 2, то формация 
Fn(r) = ln.Jonr>(G/f ^G)) = /^^огт([Р2]Р3) является насыщенной. Поэтому числа 
s и t принадлежат я(Р„(р)). Пусть S и Т - такие группы, что |S|= s и \Т \= t. 
Обозначим через У и W - т о ч н ы е неприводимые Р^5]-модуль и Р^-модуль, 
соответственно. Далее, пусть L = [V]S и К = [W\T. В силу леммы 8.2 [2] группы 
L \л К принадлежат формации F. Кроме того, формации F принадлежит 
группа [Р2]Р3, как гомоморфный образ группы G. По следствию 19.10 [2] каж-
дая из данных трех групп порождает л-кратно насыщенную формацию ниль-
потентного дефекта 1. Пусть Н, = /„form/., Н2 = /„formK, Н3 =/„form{[P2lP3). То-
гда W, v„ Н2 v„ Н3 с F. В силу теоремы 1 М„-дефект формации Н, vn Н2 v„ Н3 

равен 3. Но F - неприводимая /„-формация. Следовательно, Н^ v„ Н2 v„ Н3 с X. 
Последнее невозможно ввиду леммы 1 Значит, г = t. Таким образом, группа 
G удовлетворяет условию теоремы. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть формация F удовлетворяет условиям теоре-
мы. Согласно лемме 19.1 [2] 

F„(p) = Viform(G/Fp(G)) = /^formdQlR), 
F„(q) = !n-Jorm(G/F4(G)) = l^ormR = Np. 
Пусть M - собственная /„-подформация из F Тогда по лемме 19.2 [2] 

Af„ < F„. Допустим, что Af„(p) = F„(p). Тогда поскольку G е NpFn{p), то 
G е NpM„(p) с М. Следовательно, F = /„formG с М. Противоречие. Значит, 
F„{p) t М„(р). По следствию 19.10 [2] F„(p) - минимальная (л-1)-кратно насы-
щенная ненильпотентная формация. Следовательно, М„(р) с N. По теореме 
19.1 [2] имеем 

Мп(р) = inform (А | А е Мп(р), Ор(А)=1). 

Но Мп(р) нильпотентная формация. Значит, М„(р) с: Nq. Таким образом, для 
любой собственной /„-формации М из F имеет место Мп(р) с Nq и Mn(q) с Np. 

Далее, поскольку п > 2, то q е n(Fn(p)). Значит, [W[D е F, где W - точный 
неприаодимый Рр[0]-модуль, |D( = q. Кроме того, группа [Q]R принадлежит 
формации F, как гомоморфный образ группы G. Значит, формация F содер-
жит /„-подформацию Н = /„form([H/]D, [Q]R). В силу следствия 19.10 [2] группы 
[W\D и [Q]F? порождают различные /„-формации нильпотентного дефекта 1. 
Следовательно, по лемме 6 нильпотентный дефект /„-формации Н равен 2. 
По лемме 19.1 [2] Н„[р) = /„.-iformD = Nq, Hn(q) = I^JormR = Np = Fn{q). Но тогда 
для любой собственной /„-подформации М из F имеет место включение 
М„ < Нп. Следовательно, в силу леммы 19.2 [2] М с Н Таким образом, 
Н - единственная максимальная /„-подформация формации F. Но тогда ниль-
потентный дефект F равен 3. Теорема доказана. 
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S U М М A R Y 
Let F is some n-multiply saturated formation, N is the formation of all nilpotent 

groups. Then F /„ F r> N denote the lattice of all n-multiply saturated formations X 
such that F.r> N с X с F. A length of the lattice F l„ F n N is called the nilpotent 
defect of the n-multiply saturated formation F In this paper we obtained the exact 
description of n-multiply saturated formation with nilpotent defect 3. 
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