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Формации групп с максимальной 
р-насыщенной нильпотентной 

подформацией
Все рассматриваемые нами группы конечны. Класс групп называется 

формацией, если он замкнут относительно взятия гомоморфных образов и 
подпрямых произведений. Напомним, что подгрупповой функтор Скибы г[1 ] 
сопоставляет каждой группе G такую систему её подгрупп z(G), что выполня­
ются следующие условия:

1) G є z(G) для любой группы G;
2) для любого эпиморфизма <р : В и для любых групп Н є  т(А) и

Т е т(В) имеет место Н *  є  т (В) и Т 9 є  т ( А ) .
В дальнейшем г  обозначает некоторый подгрупповой функтор Скибы. 

Формация 5 называется г-замкнутой, если *(G) с  § для всех групп G е J  
Формация $ называется р-насыщенной [2], если для любой группы G с 
G / (Ф(С?) П Ор (G )) є % всегда следует, что G є % Формация, состоящая

лишь из нильпотентных групп, называется нильпотентной. Максимальной 
г-замкнутой p-насыщенной подформацией г-замкнутой p-насыщенной форма­
ции $ называется всякая такая её собственная г-замкнутая p-насыщенная под­
формация ОТ, что для любой г-замкнутой p-насыщенной подформации р из $  с 
условием ОТ с  £  с  $ выполняется р  є (ОТ, §}. В частности, максимальной р-на­
сыщенной подформацией p-насыщенной формации $  называет»] всякая такая 
её собственная p-насыщенная подформация ОТ, что для любой р-насыщенной 
подформации р  из Щ с условием ОТ с  |> с  '$ выполняет»! р  є (ОТ, 5}.

В настоящей статье изучаются г-замкнутые p-насыщенные ненильпотент- 
ные формации с максимальной р-насыщенной нильпотентной подформацией.

Напомним некоторые определения и обозначения [3-5].
Для произвольного класса групп $  з  (1) символ G? обозначает пересече­

ние всех таких нормальных в G подгрупп N. что G/N є §.
Лемма 2.1 ([1], с.26). Пусть % -  произвольная непустая формация и 

пусть у  каждой группы G e l  $-корадикал G® не имеет фраттиниевых 
G-главных факторов. Тогда если А -  монолитическая группа из fo rm ! \  % 
то АеН(ЗЕ).

Минимальная ненильпотентная группа называется группой Шмидта.
Лемма 2.2 ([6]). Пусть G -  группа Шмидта. Тогда справедливы следую­

щие утверждения:
1) G -  разрешимая бипримарная группа-,
2) G* является силовской ц-подгруппой в G, q -  простое число•
3) G/G”  -  циклическая р-группа, р -  простое число-,
4) G31 /®(GS) -  главный фактор группы G, причём если | G31 /0(G OT)| = q ь, 

то q ь s  1 (mod р) и Ь есть показатель числа q по модулю р;
5) Если Р = <а> -  силовская р-подгруппа из G, то ар є Z(G);
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6) Если G31 абелева, то O^G*) = 1.
Лемма 2.3 ([3], с. 244). Пусть G -  группа Шмидта. Тогда справедливы 

следующие утверждения:
1) G порождается двумя элементами-,
2 ) Ф(63,) = 6 Я П Ф (6 )Є 2(6Я);
3) O(G) совпадает с гиперцентром группы G;
4) Если G* неабелева, то её центр, коммутант и подгруппа Фраттини 

совпадают и имеют экспоненту р;
5) Если р > 2, то G3* имеет экспоненту р; при р = 2 экспонента G31 не 

превышает 4.
Лемма 2.4 ([7]). При заданных р, a, q существует единственная группа 

Шмидта G максимального порядка paqß° , еде ß<j = Ь при b = 1 (mod 2),

ßo = —Ь при Ь м О (mod 2) (здесь b -  показатель числа q по модулю р). Все

в
остальные группы Шмидта порядка p“ q изоморфны фактор-группам 
группы G по её центральным нормальным подгруппам.

Лемма 15  ([В]). Решётка т-замкнутых р-насыщэнных формаций в |£ модулярна
Лемма 2.6 ([4], с.47). Пусть А -  монолитическая группа с неабелевым 

монолитом. Тогда если А є IformfH), то А є Н(ЭД).
Напомним, что если т-замкнутая p-насыщенная формация ненильпотент- 

на, но нильпотентна каждая её собственная т-замкнутая p-насыщенная под­
формация, то S называется минимальной т-замкнутой p-насыщенной нениль- 
потентной формацией.

Символом rform (I) обозначается пересечение всех таких т-эамкнутых форма­
ций, которые содержат совокупность групп X, а символом /forrn fJ) -  пересечение 
всех т-замкнутых p-насыщенных формаций, содержащих совокупность групп X.

Н называется т-подгруппой группы G, если Н et(G),
Лемма 2.7 ([9]). Формация $  является минимальной х-замкнутой 

р-насыщенной формацией тогда и только тогда, когда £  = т^огт(Н ), где Н -  
монолитическая группа с монолитом R = Ня и либо R -  р ’-группа и все соб­
ственные х-подгруппы группы Н нильпотентны, либо R -  рд-группа и Н -  
группа одного из следующих типов:

a) Н -  группа Шмидта;
b) Н -  такая х-минимальная не %-группа, что R = Н3*  -  неабелева группа.
Лемма 2.8 ([4],с.81). Пусть А є form(G), где G -  конечная группа. Тогда

имеют место следующие утверждения:
1) экспонента группы А не превосходит экспоненту группы G;
2) каждый главный фактор группы А изоморфен некоторому главному 

фактору группы G.
Лемма 2.9 ([10]). Пусть S -  х-замкнутая p-насыщенная ненильпотентная 

формация. Тогда в 5 имеется по крайней мере одна минимальная 
х-замкнутая p-насыщенная ненильпотентная подформация.

Всякую функцию вида
f : {р, р’} -► {формации групп)

называют р-локальным спутником. Спутник f  называется т-эначным, если ка­
ждое его значение является т-эамкнутой формацией. Мы используем Gpd для 
обозначения наибольшей нормальной подгруппы в G, у которой каждый ком­
позиционный фактор -  pd-rpynna. Для любой непустой совокупности групп §
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j _ jform (G /Fp(G )) I G є ^),если р є я($);

Р [0 , еслир е я(&).

Минимальным т-значным р-локальным спутником формации § называется 
её р-локапьный спутник f  со следующими значениями:

f(p) = Tform(S(FP)) и f(p’) = xform(G/Gpd) I G є g).
На множестве всех подгрупповых функторов введём частичный порядок <, 

полагая, что тп < т2 имеет место тогда и только тогда, когда для любой группы 
G справедливо xn(G) £  t2(G). Для любой совокупности подгрупповых функто­
ров { li І І Є 1} определим ИХ пересечение X = Пі<=[тІ :

x(G) = Pl^i(G) 
id

для любой группы G e l .  Подгрупповой функтор назовём замкнутым, если 
для любых двух групп G и Н є x(G) имеет место т(Н) £  t(G),

Следуя [1], введём следующее обозначение. Для любой совокупности 
групп 2 через S -  (X) обозначим множество всех таких групп Н, что Н є т (G)

для некоторой группы G є 2( т -  пересечение всех таких замкнутых подгруп­
повых функторов Т|, ДЛЯ которых Т < Т|).

Лемма 2.10 ([1], с.24). Для любой совокупности групп 2 справедливо ра­
венство Tform(2) = HRoS ;(2 ).

Следуя [1], мы обозначаем через s и sn соответственно такие подгруппо­
вые функторы, что для любой группы G s(G) -  множество всех подгрупп в G, а 
sn(G) -  множество всех нормальных подгрупп в G.

Лемма 2.11 ([11]). Всякая нильпотентная формация s-замкнута.

Легко видеть, что множество l£ всех т-замкнутых p-насыщенных форма­

ций является полной решёткой. Если О = {2 ,, 1 2} -  произвольное двухэле­

ментное подмножество этой решётки, то символом 2 , 2 2 обозначается 

верхняя грань для П в I? .

Лемма 2.12. Пусть ф, -  минимальная х-замкнутая p-насыщенная нв- 
нильпотвнтная формация, Ш -  р-насыщенная нильпотентная формация. 
Тогда если ф -  некоторая минимальная х-замкнутая р-насыщенная нениль-

потвнтная подформация из Mv £ Н ,, то £  = £ , .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть $ = OTv £ Ф, и f, m, h, ^  -минимальные т-знач-
ные р-локальные спутники формаций соответственно.

Согласно определению минимального т-значного p-локального спутника 
формации f(a) = xform(m(a) U h^a)) для всякого а є {p }U  {р '} и

m(a) = -
(1).

0,

если а = р є л(ОТ); 
если а = р £ к(Ф );

0 К Г |% , если а = р’.

Следовательно, спутник f  допускает следующее описание:
f(a) £  Tform((1) U hi(a)), если а = р и f(p') = тФгт((0ЯП DIp-)U Мр')).

Ввиду леммы 2.7 £  = Tpform(H), где Н -  такая монолитическая группа с мо­
нолитом R = НР, что выполняется одно из следующих условий:
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1) Н = [R]Q -  группа Шмидта с Ф(Н) = 1, где R = 0 Р(Н) и IQ | = q -  простое 
число;

2) R = Н3*  -  неабелева pd-rpynna и все собственные т-подгруппы группы Н -  
р-группы;

3) R -  р'-группа и все собственные т-подгруппы группы Н нильпотентны. 
Пусть относительно группы Н выполняется условие 1). Так как Н є $, то

Q s  H/R = H/FP(H) є f(p).
Тогда

Q є T fb rm ^ljU h^p )).
Докажем, что Tform(Q) = form(Q). Очевидно, что form(Q) c  Tform(Q). Пока­

жем, что xform(Q) с  form(Q). Ввиду условия леммы Q -  нильпотентная группа, 
значит, form(Q) является нильпотентной формацией. Согласно лемме 2.11 
формация form(Q) s-замкнута и, следовательно, т-замкиута. Так как iform (Q) -  
наименьшая т-замкнутая формация, содержащая Q, то tform(Q) є  form(Q). 
Таким образом, xform(Q) = form(Q).

Так как Q -  простая группа, то ввиду леммы 2.8 Q изоморфна некоторому 
главному фактору некоторой группы G е {(1) U h^p)}. Так как Q *  1 , то 
G є h^p). По лемме 2.7 Нч = xpform(Hi), где Hi -  такая монолитическая группа 
с монолитом Ri = Н Л  что выполняется одно из следующих условий:

a) Hi = [R i]Q i -  pd-rpynna Шмидта с Ф(Нч) = 1, где Ri = Ор(Н1) и | Q11 = qi -  
простое число;

b) R = -  неабелева pd-rpynna и все собственные т-подгруппы группы
Н, -  р-группы;

c) Ri - р'-группа и все собственные т-подгруппы группы Нч нильпотентны.
Пусть относительно группы Н-і выполняется условие а). Тогда

h i(a ) =
xform(Qi), 
Tform(Qi),

если а = р; 
если а = р1.

Следовательно, G є Tfbrm(Qi). Так как tfbrmfCM = form(Qi), то каждый глав­
ный фактор группы G изоморфен Q4 . Отсюда получаем Q ~ Q4 . Таким образом,
я(Н) = л(Ні). Следовательно, ввиду лемм 2.2,2.3 и 2.4, Н = Нч. Значит, ф = f>i-

Пусть относительно группы Нч выполняется условие Ь). Так как R4 = Н4 3*  -  
неабелева pd-rpynna, то Fp (Нч) = 1 и H4 /R 4 є 31р. Тогда

Гт&пп(Ні),еслиа = р;
 ̂ [(1), если а = р \

Ввиду леммы 2.10

hi(p) = Tform(H4 ) = fbrm(S ;  (Нч)), где S ;  (Нч) = {{H i}U  {М 4 , М2 ...... Md I
М-, *  Нч и Мі є S ;  (Нч) для любого і = 1 ,2 ...... t }.

Так как
Q є Tform{(1)U hi(p)} є  ґіч(р)

(очевидно, что hi(p) *  0 ), то Q є hnCp).
Так как по условию Мі є Зїр для любого і = 1, 2 ,..., t, то Мі3*  *  1, і= 1, 2...... t.

Кроме того, Нч3*  = R4 .
Покажем, что R4 £  Ф(Нч). Предположим противное. Подгруппа Фраттини 

нильпотентна, следовательно, подгруппа R4 также нильпотентна, а значит, 
разрешима, и поэтому она абелева. Противоречие с условием. Итак, 
R4 £  Ф(Нч). Мы видим, что у каждой группы Т из S ; (Нч) Зїр-корадикал не име-
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ет Т-фраттиниевых главных факторов. Понятно, что Q -  монолитическая 
группа из hi(p) \ Э1р. Тогда ввиду леммы 2.1 Q є H(S т (H i)), т.е. либо Q -  гомо­
морфный образ группы М| для некоторого і = 1, 2, .... t, либо Q -  гомоморф­
ный образ группы Ні . Группа Q не может быть гомоморфным образом группы 
Мі, так как гомоморфным образом р-группы может быть только р-группа, a Q -  
q-группа, где q * р. Пусть Q -  гомоморфный образ группы По теореме о 
гомоморфизме Ні/Кегф = Q, т.е. Ні /К єгф -  q-группа. Предположим, что 
Ri sL Кегф. Тогда Кегф = 1, т.к. Ri -  единственная минимальная нормальная 
подгруппа группы Hi, и

Ні /К єгф = Hi/1 £ Н = Q,
т.е. Hi -  q-группа, что невозможно. Пусть Ri с  Кегф s  Hi. По условию H1 /R 1 є 
Зїр. Понятно, что

Ні/Кегф =  (Н і/ R t)/(K e ^  /R i) є  Зїр.
С другой стороны, Ні/Кегф £ Q є 0Zq. Это невозможно, так как р, q — про­

стые числа и р ф q. Полученное противоречие завершает доказательство то­
го, что Q й H (S ; (Н і )). Значит, относительно группы Ні условие Ь) не может 
иметь места.

Пусть теперь относительно группы Hi выполняется условие с). Тогда (Hi)poi = 1. 
Так как Ri -  р'-группа и H1 /R 1 є 0Ї, то Fp(Hn) = Ні . Следовательно,

(1), если а = р є  я(Ні );
h i(a ) = 0 , если а = р е 7с(Н-|);

Tform(Hi), если а = р'.

Так как Q є tform {(1)U  hi(p)} = tform(1), то Q = 1. Противоречие. Следова­
тельно, относительно Ні рассматриваемый случай невозможен. 

Условия 2) и 3) рассматриваются аналогично. Лемма доказана.

Символом обозначается [1] такая под решетка решетки I? , которая со­
стоит из всех т-замкнугых p-насыщенных формаций, заключенных между S и So 
(S -  непустая т-замкнутая p-насыщенная формация). Мы говорим, что -  мак­
симальная т-замкнугая p-насыщенная подформация т-замкнугой р-насыщенной

с|юрмации S, если So *  S и S/? So= (5, So}.
Теорема 3.1. В том и только в том случае х-замкнутая р-насыщенная 

ненильпотентная формация S имеет максимальную х-замкнутую р-насы­

щенную нильпотентную подформацию, когда S = SRv?!), где Ш  -  р-насы-
щенная нильпотентная формация, & -  минимальная х-замкнутая р-насы­
щенная ненильпотентная формация, при этом:

1) всякая р-насыщенная нильпотентная подформация из S входит в

Mv? (H flN );
2) всякая х-замкнутая р-насыщенная ненильпотентная подформация % 

из S имеет вид £ v £  (Si Г) N).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Так как S -  т-замкнутая р-насы- 

щенная ненильпотентная формация, то по лемме 2.9 в формации S имеется 
по крайней мере одна минимальная т-замкнугая p-насыщенная ненильпотент­
ная псщформация ■!>. Так как при этом ЭД = ГЯП S -  максимальная т-замкнутая

p-насыщенная подформация в S. то S = 9ÄvP|>. Следовательно, по лемме 
2.12 в S нет минимальных т-замкнугых p-насыщенных ненильпотентных под­
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формаций, отличных от ф. Ясно, что D lf] •£> — максимальная т-замкнугая р-насы- 
щенная подформация в ф. Ввиду леммы 2.5 и решеточного изоморфизма

((*n i> )vP 2K )vP |> /P  (3 tn $ )v ? T O s * /? f> n (« > n D t ) v  ?Ж) = ф/РфПЭ1,

получаем, что (D ini>)v?D )l -  максимальная т-замкнутая p-насыщенная под­
формация в Следовательно, поскольку $ £  31, то всякая нильпотентная 

подформация из $ входит в (Dl П |>)v ? DU.

Пусть теперь ^  -  произвольная т-замкнутая p-насыщенная ненильпотент- 
ная подформация из £  Тогда ввиду леммы 2 .9 |> с  & . Следовательно, ввиду

леммы 2.5 имеет место &= $, П 5 = ?і П (£vP DK) = f>v? ($, П  DK).

Достаточность. Пусть $  = DKv£ Ф, где DK -  p-насыщенная нильпотентная фор­
мация, а Ф -  минимальная т-замкнугая p-насыщенная ненильпотентная форма­

ция. И пусть &  = DKvP|>i, где |>т -  максимальная т-замкнутая p-насыщенная под­
формация в Н. Тогда ввиду леммы 2.5 и решеточного изоморфизма получаем

DKvP|»/fDKvP|)1 = (DKvP|>n)v ?|>/PD«vP|>1s^/P(DKvP|>1)n i>  =

= D/P(DKf||>)v Рфі = ф /Рф,.

Следовательно, формация &  является максимальной т-замкнутой р-насы- 
щенной подформацией в % Но формация &  нильлотентна. Теорема доказана.
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S U M M A R Y
This paper studies the v-closed p-saturated non-nilpotent formations with maxi­

mal p-saturated nilpotent subformation.
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