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О несущественности нормальной 
подгруппы транзитивной группы 

конформных преобразований
Группа Н конформных преобразований псевдориманова многообразия

(М,д) называется несущественной, если существует такая метрика д на М , 
конформно эквивалентная д , что G будет группой изометрий многообразия

(М ,д), и существенной в противном случае.
Теорема. Пусть G -  транзитивная группа конформных преобразований 

риманова или лоренцвва многообразия (М, д ), Н -  ее нормальная подгруппа. 
Предположим, что Н обладает неизотропной орбитой N и стационарная 
подгруппа Нр связна для некоторого рє М. Тогда Н является несуществен­
ной группой конформных преобразований.

Аналогичная теорема для случая, когда Н является однопараметрической под­
группой, действующей без неподвижных точек, была доказана в [1]. В случае, когда 
Н обладает неподвижной точкой, две похожие теоремы были доказаны в [2] и [3].

Следующий пример показывает, что данная теорема не верна, когда все 
орбиты группы Н изотропны.

Пусть М -  двумерное пространство Минковского с координатами (u.v) и 
метрикой ds=dudv . Пусть Ф={<р } -  однопараметрическая группа преобразо-

1 2t
ваний, действующая по формуле <pt (u,v) = (е u,v).

Пусть и ©={0( } -  группы переносов: \|/,(u,v) = (u+t,v) и 0t (u,v) =
=(u,v+t). Нетрудно убедиться, что группа © коммутирует с Ф и с 'Р. Пусть Н -  
группа преобразований, порожденная группами Ф и ¥ . Тогда Н будет группой 
гомотетий, причем Н -  существенная группа конформных преобразоваваний. 
Пусть G -  группа преобразований.порожденная группами Н и © .  Тогда G яв­
ляется группой конформных преобразований, и Н является нормальной под­
группой в G. При этом, все орбиты группы Н изотропны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку Н -  нормальная подгруппа в G , то всякий 
элемент ае G переводит каждую орбиту группы Н в орбиту группы Н . Кроме 
того, все стационарные подгруппы группы Н сопряжены друг другу и по­
этому Нр связна для любого реМ .

Пусть peN -  произвольная точка. Пусть h -  произвольный элемент из ста­
ционарной подгруппы Нр . Тогда hN=N, а значит, (h .)p(TpN)=TpN. Следова­

тельно, преобразование (h .)p:TpM ->TpM оставляет инвариантным ортого­

нальное дополнение (TpN)^ к TpN в ТрМ . Обозначим a : G-> М -  отобра­

жение группы G на орбиту точки р : а ( f  )= fp, fe  G .
Рассмотрим отображение (a J p:TpG->TpM . Пусть L=(a )e ((TpN )x) -  про­

образ ортогонального дополнения к TpN . Пусть G '=expL -  подмногообразие
в группе Ли G , М '=а (G '). Тогда М' представляет собой множество всех ор­
бит однопараметрических подгрупп из G , таких, что вектор, касательный к
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орбите в точке р, принадлежит (TpN)x. Поэтому мы можем сказать, что М' J. N 
в точке р . Значит существует такая окрестность W точки р в М \ что в каждой 
точке qeW  подмногообразие М' трансверсально орбите Н .

Пусть теперь Ф ={<р(} -  произвольная однопараметрическая подгруппа из

G ' и te е R . Пусть q = ср^(р). Поскольку Н -  нормальная подгруппа в G , то

Ф (N) = Hq . Кроме того, орбиты Hq и Фр = ®q ортогональны в точке q .
*0

Пусть = Ріф( h~ . Тогда Y  ={\у{ } есть однопараметрическая подгруппа и

ее орбита ¥ р  есть образ орбиты Ф р под действием h : Л(Фр)=Ч/р . Поскольку 
h -  конформное преобразование, то Ч'р ортогонально N , а значит 'Рр<=М' и 
Y c G '. Из этого вытекает, что

h (M ')  = M '. (1)
Кроме того he Н , а значит для любой точки qe М'

h(Hq) = Hq. (2)
Если теперь допустить, что для каждого qe W  орбита Hq пересекает М' не 
более одного раза, то из (1) и (2) получаем, что h(W )=W  и

h I w= ldw ■ <3>
Предположим, что (3) не выполнено. Тогда для некоторого qeW  будет 

r=hq*q  , но при этом re М' и re  Hq .
Допустим сначала, что h можно соединить однопараметрической подгруп­

пой @ <= Нр с единицей ее Нр, h = 0^. Тогда кривая y(t)=  0t q, te  [0,to ] будет

соединять точки q и г в М'. Значит Hq пересекает W  по отрезку кривой у, что 
противоречит предположению о трансверсальности орбиты Hq к W. Допус­
тим, что элемент h нельзя соединить с единицей однопраметрической под­
группой, содержащейся в Нр. Тогда в силу связности Нр элемент h можно
представить в виде произведения h = h1-h2-...-hn элементов h, є Нр, і = 1..... n,
каждый из которых можно соединить с единицей однопараметрической под­
группой, лежащей в Нр и поэтому для любого he Нр равенство (3) имеет ме­
сто. С помощью этого нетрудно доказать, что Hp=H q и мы можем говорить о 
стационарной подгруппе Н К Итак, произвольный элемент he Н действует на 
W тождественным образом. Касательное пространство к W веточке р есть 
(TpN)x и ограничение метрического тензора на это подпространство невыро- 
ждено. Значит, сузив при необходимости W , мы можем добиться, чтобы ог­
раничение метрического тензора на W было невырождено в каждой точке 
qeW  . Тогда (3) означает, что h изометрично в каждой точке qeW .

Если орбиты группы Н просгранственноподобны, то из (3) вытекает, что группа 
Н стационарно компактна. Тогда, как доказал Д.В. Алексеевский (см. теорему 1 из 
[4]), группа Н несущественна (доказательство проводилось для случая римановых 
метрик, но нетрудно заметить, что оно сохраняет силу и для случая лоренцевых 
метрик). Поэтому оставшаяся часть доказательства имеет смысл только для слу­
чая, когда на всех орбитах группы Н индуцируются лоренцевы метрики.

Пусть V = UH -  трубчатая окрестность точки р , содержащая W . Тогда
qeW 4

h(V)=V. Определим на V новую метрику g следующим образом. Пусть qeW, 
a reHq . Пусть аеН  -  такой элемент, что r= a q .  Пусть fp(p) -  коэффициент

гомотетии преобразования а в точке р . Тогда положим gr = f(p )g r . В силу то-
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го, что всякое преобразование h є Н изометрично, то f  (р) = f  (р) для любого

ЬеН, такого что r=bq. Поэтому определение корректно. А гладкость дей­
ствия Н на М приводит к тому, что новая метрика тоже будет гладкой.

Пусть Т =G/H , a W с  Т —множество всех классов смежности аН , таких что 
орбита a(Hq) пересекает W. Для любой точки qeM мы можем построить по опи­
саному выше правилу свое множество W . Тогда соответствующие множества

ч

W образуют открытое покрытие пространства Т . Выберем из них локально ко- 
ч

нечное не более чем счетное подпокрытие {W }, І=1,2..... Построим гладкое раз­

ложение единицы {©.}, i=1,2,... на Т подчиненное этому подпокрытию. Оно есте­
ственным образом определяет разложение единицы {о^, Н1,2,... на М .

Пусть V -  трубчатая окрестность в М , соответствующая множеству W , 

і =1,2.......  Пусть V и V  -  две пересекающиеся окрестности, а V =Vf П Vfc.
I »wk

Пусть g и д -  две метрики, определенные на V и VR соответственно ,
согласно описанному выше правилу. Обе эти метрики конформно экви­
валентны д, а значит, они эквивалентны друг другу. Их компоненты про­
порциональны. Поэтому мы можем легко определить метрический тен-

Ik . .  гы  Ik гы  I *ы  к
эор g на V|k: g = ® g + ©к g .

Последнее равенство означает, что д |к = © д..1 +© д к , i,j= 1 .....п . Метри-
lj  ̂ и  ̂ (|

Ik
ка д конформно эквивалентна каждой иэ рассмотреных выше метрик. По- 

скольку группа Н действует на Vlk изометрично относительно g 1 и относи-
k* 1к

тельно g , то она действует изометрично и относительно g .
-  ® ~ i

Нетрудно доказать по индукции, что метрика g = £  со g , определенная на М?
/-і 1

конформно эквивалентна g и группа Н действует на М изометрично относительно g .
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