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Поверхности класса [2],[2] в пространстве
Двумерные поверхности в евклидовом пространстве Е4 изучали Э. Картан 

[1] и др.
Поверхности индефинитной метрики в пространстве Минковского Е4 могут иметь 

вторые основные тензоры характеристики не только [11] или [(11)] (как в ЕЦ), но также
[11 ] или [2]. В последних двух случаях геометрические свойства поверхности сущест­
венно изменяются. В данной статье исследуется един специфический класс таких по­
верхностей в пространстве ’Е* При этом используется терминология из книпт [1].

1. Рассмотрим в пространстве 1Е4 двумерную поверхность V2 с псевдоевк- 
лидовой касательной плоскостью. Отнесем V2 к реперам, у которых

ех, ё2 eTVb е3, ё4 eTxVb причем ё,е2 =  ё32 = е \  =  1,

Єї2 = е 22 = е 3е4 = 0 .  (1)
Уравнения инфинитезимального смещения такого репера и уравнения

структуры:^
cf A =eJei ,  d ei  ~(о\Є} (I, J, К = 1,2,3,4) (2)
dcJ = OJ Ай)J, düJj-й Ґ jACOk , (3)

при этом, в силу (1):
й)2= й) і  = й)3= (О4 = й)-І+(О2 = й)з+(О4 = 0, (4)
J a= to 1=0 (i,j = 1,2; а,с = 3,4).
В реперах первого порядка V2 задается уравнениями: 
ш8 =0, соа;=Ьа̂ оо', А Ьац .W  =0. _ (5)
Поле ненулевых нормальных векторов 5с = Xа порождает поле второго 

основного тензора ([21):
У^(х)= даУ  Ьс* =хг Ь3я+х4 Ь% (6)

с характеристическим уравнением
і Щ х  ) - Л д9 І s  - Л2+2У12Л - Y122 +Yn Y22 -0 , дискриминант и корни которого: 

Д(3с ) = У „У 22, р Ы х  ) = У,2 ± jY n Y22 . (7)

Если х  -  ух (v e  R /y,ToA( 5с') = v2A( 5с), p t ^ x ' )  = x  ). Поэтому поля 5c ' 
и x  порождают вторые основные тензоры одинаковой характеристики, вследствие 
чего можно говорить просто о характеристике данного поля нормалей.

2. Нормальные векторные поля 5с, порождающие тензор Yq(x) кратной 
характеристики, ищутся, в силу (7), из уравнения: Yn(x  ) Y22(x  )=0, или, в си­
лу (6), из уравнений:

Ь;/ЭХЭ + b„V  = 0. (8)
Если ранг матрицы (Ь /) равен 2, то на V2 существует ровно 2 поля норма­

лей кратной характеристики.
3. Рассмотрим поверхности, на которых эти два поля нормалей ортого­

нальны и имеют характеристику [2]. Выберем реперы, у которых ёъ и е4 на-
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правлены по этим нормалям (будем называть их особыми); пусть ё} соответ­
ствует /= 2 ,, е4 - i=1  в (8). Тогда Yij (ea)=YtJB = b f, причем, в силу (8): Ь223 = Ь ,/ 
= 0, b i3 ~Рь bn -рг-

Обозначим bn3 = a, b22 так как тензоры Y f имеют характеристику [2], 
то a ß *0 .

Для произвольного поля х  =хвеа : Д (х ) = aßx?x4, откуда видно, что особые 
нормали в каждой точке поверхности делят все остальные нормали на две 
пары вертикальных углов; в одной паре нормали характеристики [11], в дру­
гой -  [1 1 ]. По классификации в работе [3], это поверхности класса [2], [2].

4. Выбранные реперы допускают замену; el '= tev  е2 '= 1/te2 , teR; е ’а =еа , 
При этом a - 12 а, ß '=  ß /f. Значит, з t0 \ ß '=  є = ±1. При t=t0 получаем канониче­
ский репер. Обозначим: <x’(to)=Y (т.к. а * 0, то и у*0 ) .  Тогда в уравнениях (2):

(о3 -  yo)1+pio>2, ab -  рій)1, (о* = рг&1, а)24 = Р2а)1+еа), 
о>11 = q1o)1+q2o)2, <a£ -  Гф1+г2о)2.
С учетом (4), получаем деривационные формулы канонического репера:
dA =о)1е: + о)2е2,
of«! =(q1o)1+q2a)2) ?! + (yaS+pKi)2) ёг + РгюеА,
de2 = - {q1o)+q2o)2) e2 +piü)1 еъ +(р2й>1+so;2) eA, (9)

de2 -  -pia)1el -(ya)1+piO)2) e2 + (Гісо+Гго)2) eA, 
deA = - (p2ü>1+ea?) - P20) e2 - (rißf +r2o)2) ёг

и (в силу (3)) уравнения структуры:
d/AO)1+dpi А О) +(2^2тР2Гі)о)1 Ай)2 -О,
dp-tAO)1+(р2Г2- £Г■/)d АО) =0,
dq1AO)1+dq2AO)2+(2q1q2 - р -̂рг) в̂ ао? = О, (10)
d^o) + dr2 Aoß+ (r1q2+r2qi+s}j ш1ао>2 = О, 
dp2i =(р2 - pir1)o/+(2sq1 - p i r ß j ,  
da) =q20) Aß?, da? s q^o) Aof,

из которых следует, что: 1) поверхности класса [2],[2] существуют с произво­
лом 1ф.2а.; 2) не существует поверхностей класса [2],[2], допускающих тран­
зитивную группу лоренцевых движений (поскольку система (10) несовместна 
при всех постоянных инвариантах).

5. Уравнение сопряженной сети поверхности V2:det(coje) = 0, в силу (9), при­
нимает вид:

ЄУр20) + у О) О) + P ia ?  = 0.
Эта сеть вещественная, мнимая или вырождается в семейство асимптоти­

ческих соответственно, если:
Лу  4*РіРг) > 0, у (у -4sp1p2) <0, у=  4epip2.

В последнем случае из системы (10) следует, что поверхности класса [2],[2], не­
сущие семейство асимптотических линий, существуют с произволом 4ф.1а.

6. Линии кривизны определяются системой уравнений: ш ^ ч о 2̂ 1 = 0, то есть, в силу
(9): у о) = 0, e a f=0. Так как у*0 , то поверхности класса [2],[2] не имеют линий кривизны.

7. Индикатриса кривизны в точке Л поверхности V2 определяется уравнением:
P = 2  + ( d l 2y 1 ■b%o>lo)l ea,

то есть, в силу (9):

Р = А +(р1+\А)ёг +(Р г*-~ )еА, teR.
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Это гипербола с центром (рі.рг) и асимптотами, параллельными особым 
нормалям.

8. Вектор средней кривизны:

A f = — 9ёа = p i ё} +Ргё4 .

Форма кривизны Д  = а?}ЛсАа имеет компоненты:
■Д1 ~  ~ Т } 2 ~  ( f f  1 * Р  2^(0  Л (0  , f } і  — 0 .

Значит, гауссова кривизна равна р21+р22 (с точностью до знака).
Форма кручения (2  % = <о 'алт с-, имеет существенную компоненту у J a w . 

Значит, гауссово кручение равно у.
9. Будем искать эволютную поверхность для т е., огибающую нормальных 

плоскостей поверхности V2 [4]. Для текущей точки С  эволютной поверхности 
имеем: С -  A  +haea, d C  -  П аёадпя любых J , откуда: J +  haa>‘a =0, n a=dha +
i f  а>аы или, в силу (9): 1-pih3-pih4=0, h3 =h4=0. Так как эта система несовместна, 
то поверхности класса [2],[2] не имеют эволютных поверхностей.

10. Фокальная кривая определяется как множество точек пересечения 
нормальной плоскости в данной точке поверхности со всеми бесконечно 
близкими к ней нормальными плоскостями. Ее можно получить как пересече­
ние четырех гиперплоскостей: х'=0, х*=0, dx1=0, dx?=0 (при всех d). В силу (9) 
с учетом равенств: dyf-со^соц/ ' ,  получим систему:

+ (р іїС + ргХ4 - 1) o f = О,
(piX3 + рух4 - 1)о) + o f  o f = 0, х1 = х2 = О,

откуда, исключая со1, со2, находим уравнения Фокальной кривой:
(р іхЗ  + ргх4 - i f  - єух х = х1 =  х2 = 0,

то есть,
р2̂ 2 + (2р1рг - еу) х3х4 + р22х<2 - 2р-|Х3 - 2р2х4 + 1 = х1 = х2 = 0.

Так как ортогональный инвариант

5 = 7У(4ер-ір2-у),
4

то отсюда и из п.5 следует
Теорема. Фокальная кривая поверхности является эллипсом, гипербо­

лой или параболой тогда и только тогда, когда сопряженная сеть поверх­
ности является соответственно мнимой, вещественной или вырождаю­
щейся в семейство асимптотических.
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S U M M A R Y
In four dimensional Minkowskian space two dimensional surfaces with indefinite 

metric carrying two orthogonal normal vector fields generating second fundamental 
tensors o f caracteristic [2 ] are investigated.
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