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Классом Фишера называют класс Фиттинга 𝔉 конечных групп G, удовлетворяющих условию: если G ∈ 𝔉 и H – подгруп-
па группы G, содержащая нормальную подгруппу N группы G такую, что H/N является p-группой (p – некоторое простое 
число), то H ∈ 𝔉.  

Цель работы – обобщение понятия класса Фишера и изучение свойств произведений обобщенных классов Фишера. 
Пусть X − нильпотентная формация Фиттинга. 

Класс Фиттинга 𝔉 называется X-классом Фишера, если из условия 𝐺 ∈ 𝔉, K ⊴ G, 𝐾 ≤ 𝐻 ≤ 𝐺 и 𝐻/𝐾 ∈ X, всегда следует, 
что  H ∈𝔉. При этом формация Фиттинга X нильпотентна, если X состоит из нильпотентных групп. В случае, если  
X = 𝔑 – класс всех нильпотентных групп, то X-класс Фишера является классом Фишера. В работе изучены свойства харак-
теристики класса Фишера и произведений X-классов Фишера. Если 𝔉 и ℌ – классы Фиттинга, то их произведение 
𝔉ℌ = (𝐺: 𝐺/𝐺𝔉 ∈ ℌ).  Доказано, что если 𝔉 и ℌ являются X-классами Фишера, то их произведение 𝔉ℌ  – X-класс Фишера.   

Ключевые слова: класс Фиттинга, класс Фишера, X-класс Фишера, характеристика класса групп, произведение классов 
Фиттинга. 
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A Fischer classіscalled Fitting class іf  𝐺 ∈ 𝔉 of finite groups G, satisfying the condition: if G ∈ 𝔉 and H is a subgroup of G, 

containing a normal subgroup N of G such that H/N is a p-group (p іs a some prime number), then H ∈ 𝔉. The paper defined the 
generalized Fischer’s class.  

A Fittіng 𝐻/𝑁 ∈ X class іs called a Fіscher X-class іf 𝐺 ∈ 𝔉 and 𝐻/𝑁 ∈ X, then 𝐻 ∈ 𝔉. If X = 𝔑, where 𝔑 іs a class of all  
nilpotent groups, then Fischer X-class іs a Fischer class. We studied the properties of characteristic of Fіscher class and products  
of Fіscher X-class. If the 𝔉 and ℌ Fitting classes, then their product 𝔉ℌ = (G: G / 𝐺𝔉∈ ℌ). It is proved that if ℌ and 𝔉 are the Fischer 
 X-classes, thenproduct 𝔉ℌ is a Fischer  𝔛-class. 

Key words: Fitting class, Fischer class, Fischer X-class, product of a Fittіng classes. 
 

ажное место в реализации задач исследова-
ния канонических подгрупп и характериза-

ции классов конечных групп занимают классы 
Фишера. Классом Фишера [1] (см. также [2]) 
называют класс Фиттинга 𝔉 конечных групп G, 
удовлетворяющих условию: если G ∈ 𝔉 и H – 
подгруппа группы G, содержащая нормальную 
подгруппу N группы G такую, что 𝐻/𝑁 является 
p-группой (p – некоторое простое число), то 
𝐻 ∈ 𝔉. 

В работе рассматриваются только конечные 
группы.                       

Пусть ℙ – множество всех простых чисел и 
𝜋 ⊆ ℙ. Через 𝔑, 𝔑𝜋 и 𝔈𝜋 мы будем обозначать 

классы всех нильпотентных групп, класс всех 
нильпотентных 𝜋-групп и класс всех 𝜋-групп 
соответственно. При этом подгруппа 𝐻 группы 𝐺 
называется 𝔉-подгруппой 𝐺, если 𝐻 ∈ 𝔉. 

Напомним, что классом Фиттинга [3] называ-
ется класс групп 𝔉, который замкнут относи-
тельно взятия нормальных подгрупп и произве-
дения нормальных 𝔉-подгрупп. Если 𝔉 и ℌ яв-
ляются классами Фиттинга, то их произведение – 
класс Фиттинга. 

Цель работы – обобщение понятия класса 
Фишера и изучение свойств произведений обоб-
щенных классов Фишера. Мы определяем поня-
тие X-класса Фишера, где X − нильпотентная 
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формация Фиттинга, т.е. формация, состоящая из 
нильпотентных групп. Класс Фиттинга 𝔉 называ-
ется X-классом Фишера, если из условия G ∈ 𝔉, 
K ⊴ G, 𝐾 ≤ 𝐻 ≤ 𝐺 и 𝐻/𝐾 ∈ X всегда следует, что 
𝐻 ∈  𝔉. 

Напомним, что формацией [4] называется 
класс групп 𝔉, если выполняются следующие 
условия: 

1) если 𝐺 ∈ 𝔉 и 𝑁 ⊴ 𝐺, то 𝐺 ∕ 𝑁 ∈ 𝔉; 
2) если 𝑁1, 𝑁2 ⊴ 𝐺, причем 𝑁1 ∩ 𝑁2 = 1 и 

𝐺 ∕ 𝑁𝑖 ∈ 𝔉, 𝑖 = 1, 2, то 𝐺 ∈ 𝔉.  
Основной результат работы – следующая  

Теорема. Пусть X – нильпотентная форма-
ция Фиттинга. 

Если  𝔉 и ℌ  являются X-классами Фишера, то 
их произведение – X-класс Фишера.   

В случае, когда X=𝔑, следствием теоремы яв-
ляется известный результат Локетта о том, что 
произведение двух разрешимых классов Фишера – 
класс Фишера. 

1. Предварительные сведения. Непустой 
класс групп 𝔉 называется классом Фиттинга, 
если выполняются следующие условия: 

1) если 𝐺 ∈ 𝔉 и 𝑁 ⊴ 𝐺, то 𝑁 ∈ 𝔉; 
2) если 𝑀, 𝑁 ⊴ 𝐺 = 𝑀𝑁, причем 𝑀, 𝑁 ∈ 𝔉, 

то 𝐺 ∈ 𝔉. 
Если 𝔉 – непустой класс Фиттинга, то 

наибольшую нормальную 𝔉-подгруппу группы G 
называют 𝔉-радикалом G и обозначают 𝐺𝔉. 

Приведем в качестве лемм известные утвер-
ждения, которые мы будем использовать для до-
казательства основного результата. 

Лемма 1.1 (теорема ХI.1.12 (а) [5]). Если 𝔉 
и ℌ  – разрешимые классы Фиттинга, то их про-
изведение 𝔉ℌ является классом Фиттинга. 

Лемма 1.2 (теорема А.2.1, (b), (c), [5]). Спра-
ведливы следующие утверждения: 

1) если U и N подгруппы группы G и V нор-
мализуют N, то имеет место изомор-
физм: VN/N ≅ 𝑉/𝑉 ∩ 𝑁; 

2) если M и N нормальные подгруппы груп-
пы G и N ≤ M, справедлив изоморфизм 
(G/N)/(M/N) ≅ 𝐺/𝑀. 

Лемма 1.3 (тождество Дедекинда, А.1.3 [5]). 
Пусть U, V, W – подгруппы группы G, причем 
V ≤ U. Тогда справедливо равенство  

U ∩ 𝑉𝑊 = 𝑉(𝑈 ∩ 𝑊). 
Лемма 1.4 (лемма IХ.1.1 (а) [5]). Пусть 𝔉  – 

непустой класс Фиттинга и N  – нормальная 
подгруппа группы G. Тогда 𝑁𝔉= N ∩𝐺𝔉. 

Лемма 1.5 (квази-R0-лемма, IХ.1.13 [5]). 
Пусть N1, N2 – нормальные подгруппы группы G 
такие, что N1∩N2=1 и факторгруппа G/N1N2 – 
нильпотентная группа. Если 𝔉 – класс Фиттин-

га и G/N ∈𝔉, то  G ∈𝔉 тогда и только тогда, 
когда 𝐺/𝑁2 ∈ 𝔉. 

2. О характеристике классов Фишера. 
Расширим понятие класса Фишера следующим 
образом. 

Определение 2.1.  Пусть X – нильпотентная 
формация Фиттинга. 

Класс Фиттинга 𝔉 называется X-классом Фише-
ра, если из условия 𝐺 ∈ 𝔉, K ⊴ G, 𝐾 ≤ 𝐻 ≤ 𝐺 и 
𝐻/𝐾 ∈ X всегда следует, что 𝐻 ∈ 𝔉.  

Легко видеть, что примером X-класса Фишера 
является любой наследственный класс Фиттинга. 

Заметим, если X = 𝔑 – класс всех нильпотент-
ных групп, то мы из указанного определения по-
лучаем в точности определение класса Фишера 
[1]. Таким образом, класс Фишера является спе-
циальным случаем X-класса Фишера. 

Изучим свойства характеристики X-класса 
Фишера, которые мы будем использовать для 
доказательства основного результата. 

Напомним, что если 𝔉  – класс групп, то 
𝐶ℎ𝑎𝑟(𝔉) = �𝑝 ∈ 𝑃: 𝑍𝑝 ∈ 𝔉� – его характеристика, 
где 𝛧𝑝 – циклическая группа порядка 𝑝. Через 
𝜋(𝔉) будем обозначать множество всех простых 
делителей всех групп из 𝔉. 

Следующая лемма описывает свойства харак-
теристики класса Фишера. 

Лемма 2.2. Пусть 𝔉 является X-классом Фи-
шера. Тогда справедливы следующие утвержде-
ния: 

1) 𝐶ℎ𝑎𝑟(𝔉)= 𝜋(𝔉); 
2) 𝔑𝜋(𝔉) ⊆ 𝔉 ⊆ 𝔈𝜋(𝔉). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Докажем, что 
Char(𝔉)= 𝜋(𝔉). Пусть 𝑝 ∈ 𝐶ℎ𝑎𝑟(𝔉). 

Тогда циклическая группа порядка p является  
𝔉-подгруппой, т.е. 𝑍𝑝 ∈ 𝔉. 

Следовательно, 𝑝 ∈ 𝜋(𝔉) и поэтому 
𝐶ℎ𝑎𝑟(𝔉)= 𝜋(𝔉). 

Докажем обратное включение. Пусть 𝑞 ∈ 𝜋(𝔉). 
Тогда существует группа  G ∈ 𝔉 такая, что q яв-
ляется простым делителем порядка этой группы. 
В этом случае существует элемент 𝑞 ∈ 𝐺 порядка 
q. Но тогда по определению класса Фишера цик-
лическая группа 𝑍𝑝 ∈ 𝔉. Это означает, что 
𝑞 ∈ 𝐶ℎ𝑎𝑟(𝔉) и, следовательно, 𝜋(𝔉) ⊆ 𝐶ℎ𝑎𝑟(𝔉). 
Таким образом, 𝜋(𝔉) = 𝐶ℎ𝑎𝑟(𝔉) и утверждение 
(1) доказано.  

Справедливость утверждения (2) следует 
непосредственно из (1) и теоремы IX.1.9 [2]. 

3. Доказательство теоремы. Докажем основ-
ной результат работы о свойстве произведений  
X-классов Фишера, который представляем теоре-
мой, сформулированной в начале работы. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝔉 и ℌ – классы 
Фиттинга. Тогда по лемме 1.1 их произведение 
𝔉ℌ является классом Фиттинга. Поэтому для до-
казательства теоремы достаточно выяснить, что 
если G – группа из 𝔉ℌ и K – ее нормальная под-
группа, содержащаяся в подгруппе H группы G 
такая, что 𝐻/𝐾 ∈ X, то 𝐻 ∈  𝔉ℌ.  Доказательство 
теоремы разобьем на несколько этапов.  

(1) Докажем, что из предположения  X следу-
ет, что факторгруппы 𝐻𝐺𝔉/𝐾𝐺𝔉  и 𝐻⋂𝐺𝔉/𝐾⋂𝐺𝔉 
являются группами из класса X. 

Так как 𝐾 ⊴ 𝐺 и 𝐾 ≤ 𝐻𝐺𝔉 ≤ 𝐺, то 𝐾 ⊴ 𝐻𝐺𝔉.                                                
Кроме того, 𝐺𝔉 ⊴ 𝐺 и 𝐺𝔉 ≤ 𝐻𝐺𝔉 ≤ 𝐺, тогда 

 𝐺𝔉 ≤ 𝐻𝐺𝔉. Таким образом, 𝐾𝐺𝔉 ⊴ 𝐻𝐺𝔉. 
Следовательно, факторгруппа 𝐻𝐺𝔉/𝐾𝐺𝔉 = 

= 𝐻𝐾𝐺𝔉/𝐾𝐺𝔉 ≅ 𝐻/𝐻⋂𝐾  по утверждению 1  
леммы 1.2. Но тогда, применяя утверждение 2 
леммы 1.2, имеем изоморфизм  
(𝐻/𝐾)/((𝐻⋂𝐾𝐺𝔉)/𝐾) ≅ 𝐻/𝐻⋂𝐾𝐺𝔉. 

Так как по условию 𝐻/𝐾 ∈ X и класс групп  
X является формацией, то группа  
(𝐻/𝐾)/(𝐻⋂𝐾𝐺𝔉/𝐾) ∈ X. Но тогда ей изоморфна 
группа 𝐻/𝐻⋂𝐾𝐺𝔉 ∈ X. Кроме того,  
𝐻/𝐻 ∩ 𝐾𝐺𝔉 ≅ 𝐻𝐺𝔉/𝐾𝐺𝔉. 

Следовательно, 𝐻𝐺𝔉/𝐾𝐺𝔉 ∈ X. Покажем, что 
 𝐻⋂𝐺𝔉/𝐾⋂𝐺𝔉 ∈ X. Так как 
 𝐾 ⊴ 𝐻, то 𝐻⋂𝐺𝔉/𝐾⋂𝐺𝔉  = (𝐻⋂𝐺𝔉)/(𝐻⋂𝐺𝔉)⋂𝐾. 

Применяя теперь утверждение 1 леммы 1.2, 
имеем изоморфизм 𝐻 ∩ 𝐺𝔉/𝐾⋂𝐺𝔉 ≅ �𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾/𝐾. 
Но �𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾/𝐾  – нормальная подгруппа группы 
𝐻/𝐾 ∈ X. Так как X – класс Фиттинга, то группа 
�𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾/𝐾 ∈ X и поэтому ей изоморфна группа 
𝐻 ∩ 𝐺𝔉/𝐾⋂𝐺𝔉 ∈ X. 

(2) Используя (1), докажем, что 𝐻/𝐻⋂𝐺𝔉 ∈ ℌ. 
Пусть 𝐺� = 𝐺/𝐺𝔉, 𝐾� = 𝐾𝐺𝔉/𝐺𝔉 и 𝐻��� = 𝐻𝐺𝔉/𝐺𝔉. 

Тогда из того, что 𝔉ℌ следует, что 𝐺̅ ∈ ℌ. Кроме 
того, 𝐾� ⊴ 𝐺�   и по лемме 1.2 𝐻�/𝐾� ≅ 𝐻𝐺𝔉/𝐾𝐺𝔉. 
Таким образом, ввиду (1) 𝐺̅ ∈ ℌ, 𝐾�⊴𝐺̅, 𝐾�≤𝐻�≤𝐺̅ и 
𝐻�/𝐾� ∈ X. Но ℌ является  X-классом Фишера. Сле-
довательно, 𝐻� = 𝐻𝐺𝔉/𝐺𝔉ℌ и поэтому по утвер-
ждению 1 леммы 1.2 𝐻𝐺𝔉/𝐺𝔉 ≅ 𝐻/𝐻⋂𝐺𝔉ℌ. 

(3) Докажем равенство 
 𝐻𝔉⋂�𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾 = 𝐻⋂𝐺𝔉. 

Вначале заметим, что 𝐺𝔉 ∈ 𝔉, 𝐾⋂𝐺𝔉⊴𝐺𝔉, 
𝐾⋂𝐺𝔉 ≤ 𝐻⋂𝐺𝔉 ≤ 𝐺𝔉 и ввиду (1) 𝐻⋂𝐺𝔉/𝐾⋂𝐺𝔉 ∈ X. 
Следовательно, из того, что 𝔉 – X-класс Фишера, 
вытекает 𝐻⋂𝐺𝔉 ∈ 𝔉. Но 𝐻⋂𝐺𝔉⊴ 𝐻 и поэтому  
по определению 𝔉-радикала группы 𝐻 заключа-
ем, что 𝐻⋂𝐺𝔉≤𝐻𝔉. Теперь, используя лемму 1.3 
(тождество Дедекинда), получаем равенство  

𝐻𝔉⋂�𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾 = (𝐻⋂𝐺𝔉)(𝐻𝔉⋂𝐾). 
Так как K ⊴ H, то по лемме 1.4 

𝐻𝔉⋂𝐾 = 𝐾𝔉.  
Следовательно, 

 𝐻𝔉⋂�𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾 = (𝐻⋂𝐺𝔉)𝐾𝔉.  
Очевидно, 𝐾𝔉 ⊆ 𝐻⋂𝐺𝔉.  
Значит, 𝐻𝔉⋂�𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾 = 𝐻⋂𝐺𝔉. 
(4)  Докажем, что 𝐻/�𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾 ∈ ℌ. 
Ввиду (2) 𝐻/𝐻⋂𝐺𝔉 ∈ ℌ. Кроме того, 

𝐻⋂𝐺𝔉 ⊴ �𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾. Заметим, что из 𝐻/𝐾 ∈ X 
следует 𝐻/�𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾 ∈ X. Следовательно, так как 
X – формация, то по утверждению 2 леммы 1.2 
𝐻/�𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾 ≅ 𝐻/(𝐻⋂𝐺𝔉)/(𝐻⋂𝐺𝔉)𝐾/(𝐻⋂𝐺𝔉). 

Значит, 
𝐻/�𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾 = (𝔈𝜋(𝔉)⋂𝔑)⋂𝔛 = 𝔑𝜋(ℌ)⋂𝔛 ⊆ ℌ ∈

∈ 𝔈𝜋(ℌ)⋂𝔑𝜋(𝔛) = 𝔑𝜋(ℌ). 
По лемме 2.2  𝐻/�𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾 ∈ 𝔑𝜋(ℌ) ⊆ ℌ. 

З а к л ю ч и т е л ь н ы й  ш а г. 
Применяя (1)–(4), покажем, что 𝔉ℌ.  
Для этого используем лемму 5 (квази-R0-лемму) 

для групп: 
𝐺̅ = 𝐻/𝐻⋂𝐺𝔉, 𝐾1��� = �𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾/𝐻⋂𝐺𝔉,  

𝐾2��� = 𝐻𝔉/𝐻⋂𝐺𝔉. 
Вначале проверим выполнимость всех усло-

вий квази-R0-леммы для групп 𝐺̅, 𝐾�1, 𝐾�2.  
Очевидно, что 𝐾�1⊴𝐺̅ и 𝐾�2⊴𝐺̅. Рассмотрим пе-

ресечение 
𝐾�1 ∩ 𝐾�2=(�𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾/𝐻⋂𝐺𝔉)⋂(𝐻𝔉/𝐻⋂𝐺𝔉). 
Ввиду (3) получаем 

𝐾1��� ∩ 𝐾�2 = (𝐻𝔉⋂�𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾)/(𝐻⋂𝐺𝔉) =  
= (𝐻⋂𝐺𝔉)/(𝐻⋂𝐺𝔉) = 1. 

Составим факторгруппу 𝐺̅/𝐾�1𝐾�2 и покажем ее 
нильпотентность. 

Действительно, 
 𝐺̅/𝐾�1K�2 = 

= (𝐻/𝐻⋂𝐺𝔉)/(�𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾/(𝐻⋂𝐺𝔉)(𝐻𝔉/𝐻⋂𝐺𝔉)) = 
= (𝐻𝔉/𝐻⋂𝐺𝔉)/(�𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾𝐻𝔉)/(𝐻⋂𝐺𝔉). 

Так как по условию 𝐻/𝐾 ∈ 𝔉 и X – формация, 
то ввиду изоморфизма 𝐻/𝐾/𝐻𝔉𝐾/𝐾 ≅ 𝐻/𝐻𝔉𝐾 
следует 𝐻/𝐻𝔉𝐾 ∈ X. Учитывая, что в (3) установ-
лено, что 𝐻 ∩ 𝐺𝔉 ⊆ 𝐻𝔉, по утверждению 2 леммы 
1.2 мы получаем 

𝐺̅/𝐾�1K�2= 
= (𝐻/𝐻⋂𝐺𝔉)/(𝐻𝔉𝐾/𝐻⋂𝐺𝔉) ≅ 𝐻/𝐻𝔉𝐾 ∈  𝔛 ⊆ 𝔑. 

Остается проверить 𝐺̅/𝐾�1 ∈ ℌ. Применяя 
утверждение 2 леммы 1.3, имеем 

𝐺̅/𝐾�1=(𝐻/𝐻⋂𝐺𝔉)/(�𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾/(𝐻⋂𝐺𝔉) ≅ 
≅ 𝐻/(𝐻 ∩ 𝐺𝔉)𝐾. 

Но ввиду (4) 𝐻/�𝐻⋂𝐺𝔉�𝐾 ∈ ℌ и поэтому 
𝐺̅/𝐾�1 ∈ ℌ. Таким образом, все условия  
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квази-R0-леммы выполняются. Теперь ввиду (2) 
𝐺̅ ∈ ℌ и по заключению квази-R0-леммы это рав-
носильно тому, что 𝐺̅/𝐾�2 ∈ ℌ. Последнее  
означает по утверждению 2 леммы 1.2, что 
(𝐻/𝐻⋂𝐺𝔉)/(𝐻𝔉/𝐻⋂𝐺𝔉) ≅ 𝐻/𝐻𝔉 ∈ ℌ.  

Следовательно, 𝐻 ∈  𝔉ℌ и произведение 𝔉ℌ 
является X-классом Фишера.  

Теорема доказана. 
В случае, если X = 𝔑 – класс всех нильпотент-

ных групп, из теоремы вытекает известный ре-
зультат Локетта, который приведем как 

Следствие 3.2 (Локетт [5], теорема IX.3.8. 
[5]). Произведение двух любых разрешимых  
классов Фишера является классом  
Фишера. 
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