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SUMMARY 
/n this рарег the nогmа/ subgroups К о' the finite group G with Iimited indices о' 

maxima/ subgroups is described. /t is proved that subgroups К so/ubIe and n(К) S 
5, ЦК) S 1 'ог r > З, /2СК) and /з(К) S 2. 
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о потере устойчивости безмоментного 
v 

напряженного состояния многослоиных 

конических оболочек 

Рассмотрим некруговую коническую оболочку, состоящую из N изотропных 

слоев. Пусть hk, Ek, Vk -толщина, модуль Юнга и коэффициент Пуассона k -го 

слоя (k = 1, ..., N). В качестве исходной поверхности примем срединную по

верхность одного из к-ых слоев. На исходной поверхности введем ортого

нальную систему криволинейных координат 5, q>, где s= R -I s* , s* - расстоя

ние до вершины конуса, R- характерный размер срединной поверхности, <р 
координата на направляющей, выбираемая таким образом, чтобы первая 

квадратичная форма поверхности имела вид dcr2 = R2 (ш 2 + s2 d«2), а радиус 

кривизны R 2 = Rsp-I(<p). Пусть оболочка занимает область П: 

sl (<р) ::; s::; s2 (<р),О ~ <р ~ <Pl'	 (1) 

где <р, - длина кривой, образующейся при пересечении исходной конической 

поверхности и сферы единичного радиуса с центром в вершине конуса. 

Для формулировки используемых здесь гипотез теории многослойных 

оболочек введем дополнительные обозначения. Пусть n - вектор нормали к 

исходной поверхности, направленный в сторону ее выпуклости, 8! (i =1, 2) 
вектора, касательные к линиям кривизн исходной поверхности, z - nопереч-. 

ная координата, отсчитываемая в направлении вектора n, Ok - расстояние 
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между исходной конической поверхностью и верхним краем k-ro слоя, Ui'W 

тангенциальные и нормальное перемещения точек исходной поверхности, 

соответственно, и?) - тангенциальные перемещения точек k -го слоя, О"iЗ

поперечные касательные напряжения, efl) - углы поворота нормали пвокруг 
векторов 8,. 

В качестве исходных примем следующие гипотезы [1J. 
1. Поперечные касательные напряжения изменяются по толщине к-го слоя 

оболочки по заданному закону: 

O"j3 = fo(z)flfO) (s,q» + f k(z)flfk)(s,q», (2) 

где f O(z),fk (z) - непрерывные функции такие, что 

fo(lS o) = fo(IS N) = О, fk(lSk-l) = fk(lS k) = О, (3) 

fk(z)=0 при Zf1O[lSk_ ,Б k l .J 
2. Нормальные напряжения, действующие на площадках, параллельных 

исходной поверхности, пренебрежимо малы по сравнению с другими компо

нентами тензора напряжений. 

3. Прогиб W не зависит от поперечной координаты z. 
4. Тангенциальные перемещения распределены по толщине пакета со

гласно обобщенной кинематической гипотезе Тимошенко: 

ufk) (s,q>,Z) =Uj(s,q» + Zep) (s,q» + g(z)ef2)(S,q» , (4) 

z 
где g(z) = ffo(x)dx . Функции ~fO), ~~k) характеризуют податливость k-ro слоя 

О 

к поперечным сдвигам [1J. Соотношение (4) позволяет учесть нелинейную 

зависимость тангенциальных перемещений от координаты z. При g =О полу

чаем классическую гипотезу Тимошенко. 

Принятые гипотезы в общем случае приводят к довольно громоздкой сис

теме двенадцати дифференциальных уравнений относительно двенадцати 

неизвестных [1, с. 45J. Однако в предположении о большой изменяемости 

решений эта система может быть сведена к системе уравнений [1, 2J, которую 

мы запишем в безразмерном виде 

64(1- 6 3'tд)д2х - дрF + 62лдт(l- 6 2 к.6. )Х =О, 

(5) 

где 
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Здесь w·- нормальное перемещение точек исходной поверхности, х· ,р* 

функции перемещений и напряжений соответственно, е - естественный ма

лый параметр, т: ,Т; ,s* - тангенциальные усилия в исходной поверхности, 

характеризующие безмоментное докритическое состояние, Л - искомый па

раметр нагружения, h - толщина оболочки, Е,у - осредненкые модуль Юнга и 

коэффициент Пуассона оболочки. Параметры к.т , входящие в уравнения (5), 

учитывают осредненные эффекты поперечных сдвигов и вводятся по фор

мулам [2] 

(6) 

где [1] 

_ E kG
k - (21+Vk )' 

Предположение(6) справедливо для тонких оболочек в случае, когда фи
зические свойства слоев различаются незначительно. 

На краях S= Sj(<p) рассмотрим условия свободного опирания [1]: 

P=M=x=~x=Mx=O при s=Sj(rp). (7) 
Уравнения (5), описывающие бифуркацию безмоментного напряженного 

состояния слоистой оболочки, учитывают эффекты поперечных сдвигов. По

лагая в (5) к ='r = О , получаем хорошо известные уравнения Кармана для изо

тропной однослойной оболочки. 

Задача состоит в определении наименьшего положительного А, для кото

рого краевая задача (5), (7) имеет нетривиапьное решение. 
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Напряженно-деформированное состояние оболочки, как известно [3], со
стоит из основного напряженного состояния и интегралов краевого аффекта. 

В дальнейшем ограничимся рассмотрением лишь основного напряженного 

состояния. Для его построения с точностью до величин порядка е 2 следует 
удовлетворить лишь двум условиям 

F=X=O при s=Sj(</». (8) 

Пусть Т1,Т2,ТЗ =0(1) и T2(s,</»>O хотя бы на части области О. Тогда [4] 

Л -1 и потеря устойчивости происходит по форме, при которой вмятины вы

тянуты В направлении образующих. Будем также предполагать, что потеря 

устойчивости охватывает не всю поверхность, а локализуется в окрестности 

некоторой образующей </> = </>0' называемой наиболее слабой. 

Следуя {4], решение системы (5) ищем в виде 

x(s,</>,e)= teKXj(l;,s)exP[{ е-liql;+taI;2)J (9) 
j=O 

~=e-и(</>-epo), Л=Л о+&Л 1+Е 2л 2+ ... , Ima>O, (10) 

где Xj(I;,s)- полиномы по ~. Функция F ищется в том же виде (9). Последнее 

неравенство в (1О) гарантирует затухание амплитуды вмятин при удалении от 

образующей </> = еро. Все функции, зависящие от координаты </> и входящие в 

уравнения (5) и граничные условиям (8), раскладываются в окрестности обра

зующей ер = ера в ряды по степеням ;М. 
Подстановка (9), (1О) в уравнения (5) и граничные условия (8) порождает 

последовательность дифференциальных уравнений 

±П 1Хj-l =0, j=0,1,2, ..., (11) 
1=0 

а также последовательность соответствующих граничных условий 

j 

LГfХj-1 =0, u=O,l, j=0,1,2, ... при s=Sj(</>o), (12) 
1=0 

3десь 

ПоХо ==1С 82 [s3(1+ к;2 J 8 
2 
х о ]+~XO -ло ~T2(S, </>0 {1+ кq2 Jxo =0, (13) 

q4 as 2 s- Bs 2 s3 s \ s2 

О 1 д
2
х о ( )

г оХо == Хо = о, г оХо == -2- = О, при s = sj </>0 ' (14) 
Bs 

а операторы Н}, Г fпри 1>1приведены в [4]. 

В частном случае, при к = О , уравнение нулевого приближения (13) пе
реходит в уравнение для изотропной оболочки, изученное в работах [4, 5]. 
Процедура отыскания неизвестных параметров и функций вразложениях (9), 
(10), изложенная в книге [4] для изотропных оболочек, остается справедливой 

и для слоистых композитных оболочек. 

Рассмотрев нулевое приближение (13), (14), находим 

11~ = min{л о (q, </>0 )}= Ло (qO , </>~), (15) 
q,<jIc 

где параметры qO, </>~ определяются из соотношений 
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дЛо/дq =дЛо/дч>о =0.	 (16) 
Далее предполагаем, что 

d2 Л О = Л qq dq 2 +2Л ql!'о dqdч> о + Лl!'оl!'о dЧ>б > о , (17) 

где через Л qq, Лq<Ро. ЛI!'О'Fо обозначены производные Л О при q = q О, ч>о = ч>~ . 

В первом и втором приближениях а=1, 2) имеем неоднородные краевые за

дачи. Из условия существования решений последних находим [4]: 

Xo(~, s)= pn(~)xg(s),	 (18) 

а 2 Л qq +2аЛ q<ро +Лq>оfPо =о, (19) 

Ь =-i(аЛ qq + Л qfPо ), (20) 

Л} = Л\П) = b(n+ ,Vz)+t'), n = О, 1, 2, ... ,	 (21) 

где pn(~)- полином Эрмита степени п, хоы- собственная функция задачи 

(13), (14) при условии (16), а формула для вычисления параметра t') приве

дена в книге [4, с. 139]. Наибольший интерес представляет случай, когда п=О. 

Здесь ро == 1, а параметр Л\О) =,vz n+t') является наименьшим. 
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SUMMARY 
Тпв ргоЫеm оп buckling о( thin coтposite /aminated non-circu/ar conica/ shell 

consisting о( N isotropic /ayers is considered. Using the соmр/ех WКB--method, 

the two-dimensiona/ boundary-va/ue ргоЫвm is reduced to the sequence о( опв
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