
Поэтому решетка %"1 v t]Ztgl содержит лишь два элемента. Значит, t]Z n %"1 
максимальный е-подкласс Шунка в t]Z. Следовательно, Ф,(t]Z) ~ t]Z n %", и по

этому Ф,(t]Z) ~ %"1' Противоречие. Итак, Ф,(t]Z) ~ Ф,(Ю. Теорема доказана. 
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SUMMARY 
The cross о' maximal Schunck r-subclasses о' n-агу groups is described with 

the help о' the classes theory and General Lattice Theoгy. Besides, the infimum 'ог 

the set о' аll coatoms о' the lattice о' а" Schunck r-subclasses о' аn arbitraгy 

Schunck r-class is described. А" obtained in the aгticle results have а theoretical 
character and аге аЫе to use in studying classes о' finite n-агу groups. 
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Ю.В. Трубников 

Об ОДНОМ новом алгоритме нахождения 

спектральных радиусов 

Предлагается алгоритм вычисления спектрального радиуса р матрицы с 

комплексными элементами, основанный на построении алгебраического 

уравнения, одним из корней которого является р2. 
Рассмотрим произвольную [п х п] - матрицу А с комплексными элемента

ми aij(i.j=1,2.....п] Пусть 

p(z) == zn + a1e iip1zn-1 + ... + an_1eiipn-1 + anei\Pn = О (1) 

- характеристическое уравнение матрицы А с комплексными коэффициента

ми, модули которых а1.а2 ....,ап. 

Напомним [1], что совокупность всех собственных значений л. Е С (С 
множество комплексных чисел) называется спектром матрицы А и обознача

ется а(А). Неотрицательное вещественное число 

р == р(А)== птах] л.1:л. Е а(А)} 
называется спектральным радиусом матрицы А. Спектральный радиус сов

падает с радиусом наименьшего круга с центром в начале координат на ком

плексной плоскости, который содержит все собственные значения матрицы А. 
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Пусть 5k = л~ + л~ + ... + л~, k =1,2, ... 

- степенные суммы, выражающиеся при помощи формул Ньютона через 

элементарные симметрические многочлены О'1,О'2,""О'П (2]. Обозначим ко

рень уравнения (1) с максимальным модулем Л п ' При этом допускается лю

бая кратность этого корня и наличие других корней с таким же модулем р. 

Обозначим через А матрицу с элементами aij, где а -число, комплексно 

сопряженное числу а. 

Теорема. Число р2 является корнем уравнения 

de{А е А- ЛЕ п 2 ) = О, (2) 

где А @ А - прямое (тензорное) про изведение матриц А и А. Кроме того, 

степенные суммы 5~, построенные по системе корней уравнения (2), свя

заны со степенными суммами 5k для корней уравнения (1) равенством 

5~ =1 5k 12 (k = 1,2, ...} (3) 
Д о к а з а т е л ь с Т В о. Как известно [3], собственные значения матрицы 

А ® В совпадают с всевозможными произведениями 

Л~ (л Е О'(А} ~ Е а(В)} 
В нашем случае уравнение (2) в качестве своих корней имеет корни 

Л1 1""1, Л1 1"" 2""'Л П-1 1"" П'Л п 1"" п· 

Среди этих произведений имеется р2 = Л П 1""n =1 л п 12 . 

Обозначим через 5~ степенные суммы корней многочлена Q(z), располо

женного в левой части уравнения (2), тогда 

5~ =Л1Л1+Л1Л2+"'+ЛПЛП=(Л1 +Л2 +"'+Л П(Л 1+Л 2+"'+Л П )=5151 =15112. 

Аналогично, 

• k-k k- k k- k (k k k {k- - k - k: 2 
+ Л 1 Л2 + ... + Л П л п = ~Л1 + Л 2 + ... + Л П Л1 + Л2 + ... + л п =1 5k I , Sk = Л 1''-1 

где 5k - степенные суммы, построенные по корням многочлена (1). Так как 

степенные суммы Sk(k = 1,2, ...) выражаются явным образом через коэффици

енты многочлена P(z), то и 5~ выражаются через коэффициенты P(z). 

Пусть O'~ - элементарные симметрические многочлены, построенные по 
корням Q(z), тогда учитывая формулы 

O'~ =5~, 0'; =~(5~2 -5;)0'; =i(s~З -3S~5; +25;) 
(4) 

O'~ = 2~ (5~4 -65~25; +35;2 +85~5; -65~) И т. д, 
получаем возможность представить коэффициенты многочлена Q(z) через 

коэффициенты многочлена P(z). 
Теорема доказана. 
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Однако прямое вычисление de{А е А - ЛЕп2) связано с громоздкими 
преобразованиями. В данной работе предлагается алгоритм нахождения ко

эффициентов алгебраического уравнения (2), основанный на равенстве (3). 
Алгоритм состоит из следующих шагов: 

1) находим степенные суммы 5k(k = 1,2,...,п2 ) ;
 

2) пользуясь равенством (3), находим степенные суммы 5~ (k = 1,2, ...,п 2);
 

3) зная степенные суммы S~, по формулам (4) проводим вычисление
 

коэффициентов уравнения (2); 
4) далее находить значение р2 можно приближенно итерационным Me~ 

тодом Ньютона (заметим, что информация о степенных суммах дает возмож

ность осуществить локализацию числа р2). 
Например, при n = 2 многочлен Q(z) имеет вид
 

Q(z)=z4 -аfZЗ +2[afa2c05(2'P1-'Р2)-аf]z2-afa~z+a~.
 
Приведем пример: многочлен 

z2 -(JЗ +1X1+i)z+4i 

имеет корни Z1 = JЗ + i, z2 = 1+ iJЗ, т.е. IZ11 = IZ21 = 2. Непосредственной про
веркой убеждаемся, что О(4) = О. 

в процессе применения данного алгоритма встречаются две трудности: 

получить удобные формулы для вычисления 1Sk 1; вторая трудность - по 

формулам Ньютона (4) найти коэффициенты многочлена Q(z). Корень р2 мно
гочлена Q(z) после хорошей локализации можно находить методом Ньютона. 

Приведем несколько формул для нахождения 15k 1; при n = 3 получаем 

151 12 = a~, 152 12 = а1 + 4a~ - 4afa2 cos(2</>1 - </>2). 

15з 12 = af + 9afa~ + 9a~ - 6а1а2 С05(2</>1 - </>2) + 

+ 6а~аз С05(3</>1 - 'Рз) -18а1а2аз С05(</>1 + </>2 - 'Рз) 
и т.д. Таким образом, при n = 3 'уравнение (2) является. уравнением девятой 

степени 1.9 + ь 1л
8 + ...+ Ьвл + Ь9 = О, где 

Ь 1 = -af, Ь2 = 2afa2 С05(2</>1 - </>2)- 2a~, 

ЬЗ = 6а1а2аз COS(</>1 + </>2 - </>з)- afa~ - 3a~ - 2а~аз С05(3'Р1 - </>з 1 
Ь4 = a~ - afa~ + 2а~а2аз С05(</>1 + </>2 - 'Рз)- 4а1а~аз С05('Р1 - 2<Р2 + </>з) 

и Т.д. 
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SUMMARY
 
The new тethod о( the finding о( тatrix spвctra/ radius is presented.
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