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Многообразия Х(п)
Значение многообразий $(п) в теории п-арных групп определяется тем, что 

многие известные многообразия n-арных групп имеют вид $(п) для подходя­
щего многообразия групп X.

Определение. Если X -множество групп, то для любого п > 3 положим 
Жп} = {< А, [ ] > j Va е А, < А, @ > е X }, 
аГ(п) = {< А, [ ] > | За е А, < А, @ > е X }.

Отметим, что множество $(п) может быть пустым для непустого множества 
X. Если Х * 0 ,  тоЖ'(п) *  0  и верно включение Ж(п) сЖ'(п).

Ясно, что многообразие всех п-арных групп совпадает с множеством @(п), 
где ®  -  многообразие всех групп.

Монк и Сиосон, доказав [1], что множество Щ п) всех п-арных групп, рас­
сматриваемых как универсальные алгебры < А, [], "> типа < п, 1 >, замкнуто 
относительно гомоморфных образов, прямых произведений и подалгебр, 
впервые отметили, что множество @(п) является многообразием сигнатуры 
{[ ], "}. Первая же система тождеств, определяющих многообразие ®(п) была 
получена Гляйхгевихтом и Глазеком [2] гораздо раньше. Другие системы тож­
деств, определяющих ®(п) можно найти в [3 - 5].

Многообразие ®(п) всех п-арных групп замечательно тем, что оно облада­
ет следующими четырьмя свойствами, первые три из которых установлены в 
[1], а четвёртое -  в [6]:

1) является мальцевским, т.е. на любой п-арной группе любые две конгру­
энции перестановочны;

2) является конгруэнц-модулярным, т.е. любая п-арная группа имеет моду­
лярную решётку конгруэнций;

3) является конгруэнц-регулярным, т.е. для каждой п-арной группы любые 
две конгруэнции, имеющие общий смежный класс, совпадают;

4) является конгруэнц-униформным, т.е. для каждой п-арной группы все 
смежные классы по одной и той же произвольной конгруэнции имеют одина­
ковую мощность.

Согласно теореме Биркгофа ([7], теорема VI!.3.4), свойство 2) является 
следствием 1). Свойство 2), ввиду теоремы Хагемана [8], следует также и из 
3). В свою очередь свойство 3), ввиду теоремы 32.4 [9], вытекает из 4).

Теорема 1. Если X -  абстрактный класс групп, т о  справедливы следую­
щие утверждения:

1) JT(n) = *(п) = {< А, [ ] > | < Ао, * > е X },
где < Ао, * > -  соответствующая группа Поста;
2) ЗЕ(п) -  абстрактный класс п-арных групп.
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Пример. Пост установил ([10], с. 245 ), что n-арная группа < А, [ ] > являет­
ся полуабелевой тогда и только тогда, когда её соответствующая группа
< А,, * > -  абелева. Поэтому многообразие всех полуабелевых n-арных групп 
совпадает с классом 21(п), где 8! -  многообразие всех абелевых групп

Можно показать, что многообразие всех абелевых тернарных групп нельзя 
представить в виде$(3) для некоторого многообразия групп Ж. Таким образом, 
не для всякого многообразия Ш  n-арных групп существует многообразие групп 
Ж такое, что ЗП = Ж(п).

Предложение 1. Если абстрактный класс групп X замкнут относительно 
подгрупп, то абстрактный класс а?(п) n-арных групп также замкнут относитель­
но n-арных подгрупп.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть < А, [ ] > е $(п), и < В, [ ] > -  п-арная подгруп­
па в < А, [ ]  >. Согласно определению, < А, @ > е Ж для любого а е В. Так как
< В, @ > -  подгруппа группы < А, @ >, то из замкнутости класса Ж относитель­
но подгрупп вытекает < В,@ > еХ, откуда получаем < В, [ ] > е $(п). Предло­
жение доказано.

Лемма 1. Если т -  гомоморфизм п-арной группы < А, [ ] > на n-арную груп­

пу < В, L J >, т о  т -  гомоморфизм группы < А, @ > на группу < В ,^ 5 ^  >. В ча­
стности, если т -  изоморфизм < А, [ ] > на < В, L J >, т о  т -  изоморфизм

< А, @ > на < >.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко проверяется, что если ... а„_2 -  обратная 

последовательность для а, то x (a i)... т(ап-2) -  обратная последовательность 
для т(а). Поэтому для любых х, у е А верно

т(х @ у) = т([ха,... ап.2у]) =

= Lx(x)T(ai)... x(an.2)T(y)J = т(х)<@ ^т(у),

т. е. т -  гомоморфизм < А, @ > на < В,*^®) >, Лемма доказана. 
Предложение 2. Если множество групп X замкнуто относительно гомо­

морфных образов, то множество Щг\) n-арных групп также замкнуто относи­
тельно гомоморфных образов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть < А, [ ] > € ЗЕ(п), и т гомоморфизм < А, [ ] > 
на < В, L J >. Согласно определению, < А, @ > е X для любого а е А, а по лем­

ме 1, < В .^Й !) > -  гомоморфный образ группы < А, @ > при гомоморфизме т.

Так как по условию < В , ^ ^ )  > е то < В, L J > е Ж(п). Предложение доказано.
Лемма 2. Пусть < А, [ Jj > -  г\-арные группы (i е I), а, -  фиксированные эле­

менты из A, o f  ... с® 2 -обратная последовательность для а,(сР, <= А). 
Пусть также a, q € ПА, где

a(i) = а, е A, q(i) = c f  е A, (j = 1......п-2).

Тогда c-i ... «Vj -  обратная последовательность для элемента а е п-ар- 
ной группе

П< А, [ ]| > = < ПА, [ ] >•
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как

[ac-i ••• Civ2a](i) = {a(i)c,(i)... crv2(i)a(i)]i =
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= ... cff.2 аД = ai = a(i),
нейтр

TO

[ас, ... cn.2a] = a.
Следовательно, а с ,... Сп_2 -  нейтральная последовательность, а значит, 

с, . .. Сп.2 -  обратная последовательность для элемента а. Лемма доказана.
Лемма 3. Пусть < А, [ L > — п-арные группы (i е I), at — фиксированные эле­

менты из Aj, а е ПА, где a(i) = а, е А,. Тогда
< ПА, @ > = П< А, ©  >.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для сокращения записей положим А = ПД. Тогда 
доказываемое равенство примет вид

< А, @ > = < А, о > 
при этом операция @ определяется по правилу

х@ у = [хс, ... с^у], х, уе  А, 
где < А, [ ] > = П< Aj, [ ]i >, с , ... Сп-2  -  обратная последовательность, опре­

деленная в лемме 2, а операция о определяется покомпонентно следующим 
образом

(х о y)(i) = x(i) ©  y(i).
Так как для любых х, у е А и любого i е I верно

(х @ y)(i) = [х с , ... c„.2y](i) = [x(i)c1( i) ... Cn_2(i)y(i)]i =

= [x(i)c® ...c® 2y(i)]i = x(i) © y(i) = (x ©  y)(i),
т. e.

(x @ y)(i) = (x ©  y)(i),
TO

x @ у = x о у.
Лемма доказана.
Следствие 1. Пусть < A1f [ ] i  >. •••. < А*, (]* > -  n-арные группы,

а = (а,..... ак), где at -  фиксированные элементы A, (i = 1......................... к). Тогда
< А, х ... х АК, @ > = < А, ©  > х ... х <А*, ©  >.

Предложение 3. Если абстрактный класс групп X замкнут относительно 
прямых произведений, то абстрактный класс ЗС(п) п-арных групп также замкнут 
относительно прямых произведений.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если < Aj, [ ]( > е Ж(п), где i е I, то согласно опре­
делению, < А), ©  > е X для любого а, е А  ̂ Так как класс X замкнут относи­
тельно прямых произведений, то

П< А, ©  > е X, 
откуда, учитывая лемму 3, получаем

< ПА, @> е Х  
для некоторого а е ПА Следовательно,

П< АЛ L > = < ПА, [ ] > е Ж(п).
Предложение доказано.
Следующая теорема является следствием предложений 1, 2 и 3.
Теорема 2. Если X является многообразием групп, т о  Х(п) является 

многообразием п-арных групп.
Лемма 4. Е сл иХ <^Ш ,то Ж(п) с®1(п), £'(п) саИ'(п).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если

< А, [ ] > е Х(п) (< А, [ ] > е Х'(п),
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то < А, @ > € X для любого а е А (для некоторого а € А), откуда и из X с  SR 
следует < А, @ > е 8R для любого а е А (для некоторого а е А), Тогда

< А, [ ]>  е *П(п) (< А, [ ]>  е »t'(n)), 
и значит, <£(п) с  ®1(п), ЗЕ'(п) с  8И'(п). Лемма доказана.
Лемма 5. Если Ш  -  абстрактный класс групп и Ж'(п) с  ЗИ'(п), т о  X с  3W. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть < А, * > е Ж и < А, [ ] > -  n-арная группа, 

производная от группы < А, * >. Так как < А, * > = < А, ®  > е X, где е -  единица 
группы < А, * >, то < А, [ ] > € Х'(п), откуда и из Ж'(п) £  9И'(л) следует
< А, [ ] > е ЗП'(п). А так как Ш1- абстрактный класс групп, то 9И'(п) = ЗИ(п). Сле­
довательно, < А, { ]  > е ®i(n), откуда < А, @ > е 8И для любого а е А, в частно­
сти при а = е, имеем <А, ® >  = <А, * > е 8 Н,  и значит X с  ЯП. Лемма доказана. 

Леммы 4 и 5 позволяют сформулировать следующее 
Предложение 4. Если ЯП -  абстрактный класс групп, то X с  8W тогда и 

только тогда, когда ЗЕ'(п) е  Яй'(п) = 9W(n).
Следствие 2. Если X и ЯИ -  абстрактные классы групп, то X с  ЗЯ тогда и 

только тогда, когда Ж(п) с  8Н(п).
Следствие 3. Если X и ЯП -  абстрактные классы групп, то X = Ш  тогда и 

только тогда, когда 36(п) = ЗИ(п).
С помощью теоремы 2 и следствия 2 можно получать п-арные аналоги 

различных групповых результатов.
Предложение 5. Если Я32 -  бернсайдово многообразие групп периода 2, то 

*В2(п) -  полуабелево многообразие n-арных групп.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме 2, Я32(п) -  многообразие n-арных групп, 

а и зФ 2с Я , согласно следствию 2, вытекает ®2(п) сЩ п ). Так как многообра­
зие 41(п) совпадает с классом всех полуабелевых n-арных групп (пример), то 
®2(п) -  полуабелево. Предложение доказано.

Предложение 6. Если для многообразия групп X многообразие 3£(п) 
n-арных групп полуабелево, то либо X = Ш либо X = 2lm для некоторого т .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как класс всех полуабелевых n-арных групп 
совпадает с классом 21(п) (пример), то из условия ЗЕ(п) с  21(п), применяя след­
ствие 2, получаем X с  21. Из этого включения, в силу соответствующего би­
нарного результата следует X = 91 или X = 91п. Предложение доказано.

Следующий результат является n-арным аналогом теоремы А.Ю. Ольшан­
ского о существовании неабелевого многообразия групп, все конечные группы 
которого абелевы [11].

Теорема 3. Существует неполуабелево многообразие п-арных групп, все 
конечные n-арные группы которого полуабелевы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Ш -  многообразие из теоремы А.Ю. Оль­
шанского. Тогда по теореме 2, ЗИ(п) -  многообразие n-арных групп. Если до­
пустить полуабелевость Ш(п), то 8R(n) с  2t(n), откуда, применяя следствие 2, 
получаем SR с  21, что противоречит неабелевости многообразия SR. Следова­
тельно, многообразие 9И(п) -  неполуабелево. Предположим, что конечная п- 
арная группа < А, [ ] > е ЭИ(п) является полуабелевой. Тогда для любого а е А 
.конечная группа < А, @ > е 8R является абелевой, что невозможно. Теорема 
доказана.
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S U M M A R Y
In this paper the varieties of n-ary groups of the Щп) form are defined and con­

sidered, where JPis variety of groups,
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