
Веснік ВДУ. – 2015. – № 5(89) 

5 

 Матэматыка 

 

УДК 517.91:517.977.1 

 

Управляемость линейных стационарных 

систем обыкновенных  

дифференциальных уравнений  
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имени П.М. Машерова» 
 

Одним из разделов теории оптимальных процессов является проблема полной управляемости линейных стационарных 

систем обыкновенных дифференциальных уравнений в различных классах управляющих воздействий. Полная управляемость 

означает возможность построения программного управляющего воздействия, переводящего состояние системы за конеч-

ный промежуток времени из любого наперед заданного начального состояния в любое наперед заданное конечное состоя-

ние. 

Цель работы – найти условия наличия свойства полной управляемости линейных стационарных систем обыкновенных 

дифференциальных уравнений в новом классе комбинированных управляющих воздействий, состоящих из линейной комби-

нации функции управления, интеграла и производной от этой функции.  

Материал и методы. Объектом исследования является аналитическое представление управляемого процесса в виде 

линейных стационарных систем обыкновенных дифференциальных уравнений. В работе используются методы теории 

систем линейных стационарных систем обыкновенных дифференциальных уравнений; метод проблемы моментов; методы 

матричного анализа теории матриц. 

Результаты и их обсуждение. В данной работе все множество линейных стационарных систем обыкновенных диф-

ференциальных уравнений  разбито на четыре класса. В каждом классе получен критерий полной управляемости при нали-

чии комбинированного управления. Все результаты являются новыми, ибо  получены для не изучаемого ранее случая комби-

нированного управления, 

Заключение. В работе предложен алгоритм проверки наличия свойства полной управляемости линейных стационарных 

систем обыкновенных дифференциальных уравнений в новом классе комбинированных управляющих воздействий.  

Ключевые слова: системы обыкновенных дифференциальных уравнений, автоматическое управление, полная управляе-

мость. 
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One of the sections of the theory of optimal processes is the issue of total controlabilityl over linear stationary systems of  

ordinary differential equations in different classes of control impact. Total controlabilityl means possibility of building software  

control impact, which transfers the state of the system within a finite period of time from any initially programmed primary state into 

any initially programmed final state.  

The purpose of the work is to find conditions of the presence of qualities of total controllability over linear stationary systems of 

ordinary differential equations in a new class of combined controllability impacts, which consist of a linear combination of the  

control function, integral and this function derivative.  

Material and methods. The object of the research is analytical picture of the control process in the form of a linear stationary 

system of ordinary differential equations. Methods of the theory of the systems of linear stationary systems of ordinary differential 

equations, the method of moment problem, methods of matrix analysis of the matrix theory are used in the work.  
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Findings and their discussion. In the work the multitude of linear stationary systems of ordinary differential equations is divided 

into four classes. For each class the criterion of total controllability with the presence of combined controllability is obtained. All the 

findings are new for they were obtained for the case of combined controllability which had not been studied previously.  

Conclusion.  An algorithm of the check of presence of the feature of total controllability of linear stationary systems of ordinary 

differential equations in the new class of combined controllability impacts is offered in the work.  

Key words: linear stationary differential equation systems, automatic control, total controllability. 

 
 данной работе объектом исследования яв-

ляются стационарные системы обыкновен-

ных дифференциальных уравнений, которые ли-

нейны по состоянию и по управляющему воздей-

ствию. Изучается свойство полной управляемо-

сти таких систем, т.е. возможность построения 

управляющего воздействия, переводящего со-

стояние системы за конечный промежуток вре-

мени из любого наперед заданного начального 

состояния в любое наперед заданное конечное 

состояние. Это свойство хорошо рассмотрено в 

математической литературе в случае управления, 

состоящего из вектор-функции (см., например, 

[1–4]). Управляемость в различных классах 

функций управления изучена в [5–6]. В настоя-

щей работе свойство полной управляемости ис-

следуется в предположении, что управляющее 

воздействие носит комбинированный характер: 

управляющее воздействие состоит из функции 

управления, интеграла и производной от этой 

функции.  
Цель статьи – получение условий полной 

управляемости в случае комбинированного 
управления. Все множество изучаемых систем 

разбито на четыре класса, для каждого из кото-
рых доказан критерий наличия свойства полной 

управляемости. Эти критерии носят ранговый 
характер от некоторых матриц, составленных по 

известным матрицам исходной системы. 
Материал и методы. Объектом исследования 

является аналитическое представление процесса в 
виде линейной стационарной систем обыкновен-
ных дифференциальных уравнений. В работе ис-
пользуются метод Эйлера построения фундамен-
тальной матрицы решений однородных линейных 
стационарных систем обыкновенных дифферен-
циальных уравнений; метод Коши построения 
общего решения неоднородных линейных ста-
ционарных систем обыкновенных дифференци-
альных уравнений; метод проблемы моментов; 
методы матричного анализа теории матриц. 

Результаты и их обсуждение. В данной ста-

тье все множество изучаемых дифференциаль-

ных систем разбито на четыре класса. В каждом 

классе получен критерий полной управляемости 

при наличии комбинированного управления. Все 

результаты являются новыми, ибо получены для 

не изучаемого ранее случая комбинированного 

управления, состоящего из функции управления, 

интеграла и производной от этой функции. 

I. Рассматривается процесс, описываемый ли-

нейной стационарной системой обыкновенных 

дифференциальных уравнений  

ukds)s(ucbuAxx
t

  
0

,       (1) 

где x R
n

 – выход, состояние системы; u  R
1
 – 

вход, управление, непрерывно дифференцируе-

мая скалярная функция; A  – постоянная вещест-

венная )( nn -матрица, kcb ,, – ненулевые веще-

ственные постоянные n-векторы.  

Для заданной скалярной функции  u  система 

(1) имеет единственное решение [7, с. 227] с на-

чальным условием 
00 x)(x  .    (2) 

Рассмотрим свойство полной управляемости 

системы (1) в смысле следующего определения 

[1, с. 177]. 

Определение 1. Система (1) называется 

вполне управляемой, если для произвольных ко-

нечных состояний 10 x,x  R
n

 существуют ко-

нечный момент t1>0 и непрерывно дифференци-

руемое управление )x,x,t(uu 10 ,  1,0 tt , та-

кие, что для некоторого решения системы (1) 

наряду с условием (2) выполняется условие 
 

1

1
x)t(x  .    (3)  

 

1. Вначале рассматривается случай, когда 

векторы  b,  c  и  k  попарно  не коллинеарны. 

Однородная система 
 

Ayy      (4) 
 

имеет общее решение [1, с. 157, 171] 





1

0

00 )()exp(
m

i
i yAtyAty ,  (5) 

где m – степень минимального полинома матри-

цы  A, )(ti  – коэффициенты интерполяционно-

го полинома Лагранжа–Сильвестра, построенно-

го для функции )exp( At  [1, c. 178]. 

Имеет место  

Теорема 1. В случае, когда векторы  b, c  и  k  

не коллинеарны, система (1) вполне управляема 

тогда и только тогда, когда существует конеч-

В 
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ное значение аргумента 01 t , при котором вы-

полнено ранговое условие 
 

,)( 1 ntrankQ     (6) 

где 

],)(,)(,,,...,,[)(
1

0

1

0

1 dAtkAtkrAArrtQ i
m

i
i

i
m

i
i

m









 

,2kAAbcr   ;Akbd    .2,1,  nnnm  

Д о к а з а т е л ь с т в о.  1. Согласно теореме 

Кэли–Гамильтона [1, с. 179] справедливо разло-

жение 
1

110




 m

m

m AlAlElA  . (7) 

Здесь 
il  

– коэффициенты в минимальном по-

линоме матрицы  A. 

После подстановки (5) в (4) и элементарных 

преобразований получим 
 

  )()([ 1101100 mm lAlE 

  )( 1212
2

mlA 
 
… + 

+ 0)]( 0
1121

1  
 ylA mmmm

m  .  (8) 
 

Существует вектор 
0y , что ранг матрицы ко-

эффициентов в (8) удовлетворяет условию 

m]yA,,Ay,Ey[rank m  0100  . 

 

Поэтому тождество (8) имеет место тогда и 

только тогда, когда вектор 
T

m ),,( 10    

(символ 
T)(  означает транспонирование) 

удовлетворяет системе 
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Тогда 

)t(L)t(  .  (9) 

(Здесь 
i
l – коэффициенты в минимальном по-

линоме матрицы  A из (7)). 

2. Общее решение для системы  (1) записыва-

ется в виде  [1, с. 178] 
0)[exp()( xAttx  + 

 
t

dtuktcwtbuAt
0

]))()()(exp(  ,     (10) 

где  
t

dssuw
0

)( .   

Если воспользоваться формулой (5), то в мо-

мент 
1
tt   из равенства (10) получим равенство 

   dtdssutQdttutQh
t tt 11

0 0
2

0
1 )()()()(   

 
1

0
3 )()(

t

dttutQ  ,  (11) 

где ]bA,,Ab,b[Q m 1

1

  , ]cA,,Ac,c[Q m 1

2

  , 

]kA,,Ak,k[Q m 1

3

  , 
01

1)exp( xxAth  . 
 

Вычислим с учетом (9) следующие интегралы 

по частям:  

    dtdssutdttutdttut
t t

m

tt 111

0 0
1

0
1

0

)()()()()()( 

  
1 1

0 0 0
1 )()()()(

t t t

dsdtsutLdttut . (12) 

 

Аналогично вычислим дважды с учетом (9) 

следующие интегралы по частям:    

 1
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1

0

))()(()()(
t

t

tutdttut 
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0
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0 0

2
1 )()()()(

t t t

dsdtsutLdttutL .        (13) 
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то после подстановки (12) и (13) в (11) и после-

дующих вычислений с учетом (7) получим 

 
1

0

2
312 )()()(

t

dttwtLQLQQh + 

+ ))0()0()()(( 113 ututQ  + 

+ 
1

0
131 )()(][

t

dttutLQQ ={  ],,,[ 1mAAbc   

– ],,,[ 2 bAbAAb m + 

+ ],,,,,[ 1132 kAkAkAkAkA mmm  }  

   
1

0

)()(
t

dttwt + 



1

0
11 )()(

m
i

i tkuAt – )0(ku + 
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+( ],,,[ 1bAAbb m – ],,,[ 2 kAkAAk m )ç  

ç 
1

0

1 )()(
t

dttut . 

Или   

h = pdAtkAtkrAArr i
m

i
i

i
m

i
i

m ])(,)(,,,...,,[
1

0
1

1

0
1

1









  , 

kAAbcr 2 , Akbd  ,  .2,1,  nnnm   

Таким образом, для полной управляемости 

системы (1) необходима разрешимость алгебраи-

ческой системы относительно вектора р 
 

p)t(Qh  , T

mmmm
)p,p,p,p,,p,p(p

21110 
  , (14) 

при этом              

)0(upm  ,   (15) 

)( 11 tupm  ,     (16) 

)( 12 twpm  ,   (17) 
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 (18) 

 

здесь 


t

dssutw
0

)()( ,   (19) 

и матрица )(tQ  определена в (6). Для разреши-

мости задачи полной управляемости необходимо 

и достаточно, чтобы были разрешимы система 

(14) и расширенная проблема моментов (15)–

(18). Первое требование выполняется согласно 

условию (6) теоремы 1. Покажем выполнимость 

второго требования. 

3. Решение расширенной проблемы моментов  

будем искать в классе непрерывных функций   

)(32 2
210 tftCtCCu  , iC R

1
,   (20) 

с подлежащими определению параметрами 

210 ,, CCC   и непрерывной функцией  f.  Тогда из 

определения  (19)  имеем  


t

dttftCtCtCtw
0

3
2

2
10 )()( , 0)0( w . (21) 

В силу линейной независимости функций 

,1,,0),(  miti   проблема моментов (18) 

имеет [8, c. 66] решение ),t(w  ]t,t[t
10

 , в том 

числе и в классе непрерывно дифференцируемых 

функций с условием 00 )(w .  

Тогда условия (15)–(17) принимают вид 
 























1

0

3

12

2

11102

1

2

121101

0

32

0

t

m

m

m

.dt)t(ftCtCtCp

),t(ftCtCCp

),(fCp

   (22) 

 

Линейная алгебраическая система (22) имеет 

единственное решение  
210 ,, CCC . Так как функ-

ция )(tw  известна, то, взяв производную от тож-

дества (21), найдем функцию  )(tf . Тем самым 

управление (20), решающее задачу полной 

управляемости, найдено. Теорема 1 доказана. 

II. Критерий полной управляемости (6) до-

вольно громоздкий. В этом пункте доказывается 

более простой критерий. Справедлива 

Теорема 2. В случае, когда векторы  b , c  и 

k  не коллинеарны, система (1) вполне управляе-

ма тогда и только тогда, когда выполнено ран-

говое условие 

,nrankQ      (23) 

где ],d,k,rA,...,Ar,r[Q m 1  kAAbcr 2 , 

Abkd  .        
 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 1 

требуется доказать, что утверждение (22) теоре-

мы 2 обеспечивает выполнимость условия  

,)( 1 ntrankQ     (24) 

где ],)(,)(,,,...,,[)(
1

0

1

0

1 dAtkAtkrAArrtQ i
m

i
i

i
m

i
i

m









 

kAAbcr 2 ,  Abkd  ,   .2,1,  nnnm  

Рассмотрим алгоритм последовательного 

отыскания матрицы наибольшего ранга n  из 

списка  S матриц 
 

],,,[ 1rAArrR n
n

  , 

],,,,[ 1
0,0,1 krAArrRn


   ,     },1{ nn , 

],,,,[ 1
0,,1 kArAArrR i

in


   ,     },1{ nn ,  

i= 1,1 m  , 

                                                                     (S) 

],,,,[ 1

*0,0,1 drAArrRn



   ,     },1{ nn  , 

],,,,[ 2

,0,1 dArAArrR i

in



   , },1{ nn ,  

i= 11 m, , 

],,,,,[ 1

0,2 dkrAArrRn



   , },1,2{ nnn  . 

Шаг 1. Пусть nm  . Для матрицы 

],,,[ 1rAArrR n
n

   имеет место одна из двух 

возможностей 
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nrankRn  ,  (А)  или nrankRn  .    (Б). 

В случае (А) условие (24) выполняется и ал-

горитм заканчивается. В случае (Б) переходим к 

следующему шагу. 

Шаг 2. Пусть 1 nrankRn . Для каждой мат-

рицы ],,,,[ 1
0,0,1 krAArrRn


   ,  },1{ nn  , 

имеет место одна из двух возможностей 

nrankRn  0,0,1 ,  (А1)  или nrankRn  0,0,1 .   

(Б1) 

В случае (А1) условие (24) выполняется и ал-

горитм заканчивается. В случае (Б1) переходим к 

следующему шагу. 

Шаг 3. Ввиду предположения (Б1) для каждой 

матрицы ],,,,[ 1
0,,1 kArAArrR i

in


   , },,1{ nn 

i= 11 m, , имеет место условие 

nrankR in  0,,1 ,   т.е.   0det 0,,1  inR .    (Б2) 

Действительно. В силу (Б1) существует  

вектор q R
1
 такой, что Rqk  , где 

],,,[ 1rAArrR   . Тогда матрица 

],[0,,1 RqARR i
in   ввиду теоремы Кэли–

Гамильтона (7) обладает свойством (Б2).    

Шаг 4. Если 1 nrankRn , то для каждой 

матрицы  ],,,,[ 1
*0,0,1 drAArrRn


   , },,1{ nn   

имеет место одна из двух возможностей 

nrankR
,,n


 001 ,  (А3) или nrankRn  0,0,1 .  (Б3) 

В случае (А3) условие (24) выполняется и ал-

горитм заканчивается. В случае (Б3) переходим к 

следующему шагу. 

Шаг 5. В силу предположения (Б3) аналогично 

шагу 3 можно показать, что для каждой матрицы 

],,,,[ 1

,0,1 dArAArrR i

in



   , },,1{ nn   

i= 11 m, , 

имеет место условие 

nrankR in  0,,1 ,   т.е.   0det 0,,1  inR .   (Б4) 

Пусть теперь 2 nrankRn . Введем в рас-

смотрение матрицу  

],,[],,,,,[ 3*
0,2 dkRdkrAArrR n

n  
  . 

 

Отметим тот факт, что для любого 

},1,2{ nnn  , m , имеет место равенство 
 

0,2],,[  nrankRdkRrank , 

где ],,,[ 3rAArrR n  , ],,,,,,[ 1
0,2 dkrAArrRn


    

},1,2{ nnn  . 

Поэтому достаточно при изучении ранга мат-

рицы 0,2nR  выяснить ранг матрицы ],,[ dkR . Для 

изучения ранга остальных матриц из списка (S) 

понадобятся вспомогательные факты. Положим в 

задаче (14) ,0ip  13  min . Тогда оп-

ределитель квадратной матрицы )(tQ  имеет 

представление 
 

)t(F)t(F)t(F)t(Qdet
n 310 

  , 

где             dkRtF ,,)( 000  , 

),,,,()( 101 dAkRAdkRtF   , 

,,,),,,,()( 11
22

202 AdAkRdkARdAkRtF  

 ),,,,()( 33
303 dkARdAkRtF 

),,,,( 22
21 AdkARdAAkR   , 

 ),,,,()( 44
404 dkARdAkRtF 

),,,,( 33
31 AdkARdAAkR   + 

dAkAR 22
22 ,, , 

… … … … … … … … … … … …  

 
 ),,,,()( 33

303 dkARdAkRtF nn
nn   

),(),,,,( 44
21 tPAdkARdAAkR nn

n  
 

 

здесь   





 dAkARtP

nn

nn

1
2

4

2

4

1
2

4

2

4 ,,()(   

),,, 2

4
1

2

4

dAkAR

nn 




  если n – четное, 

dAkARtP

nn

nn
2

3

2

3

2

3

2

3 ,,)(



  , если n – не-

четное. 

Скалярные функции )(ti имеют представле-

ние [1, с. 157; 9, с. 58] 





1

1

!
)( sn

is

i

i ta
i

t
t ,  isa  R

1
,  

}3,,0{  ni  . 

Поэтому для функции )(tFi , i }3,,0{  n , 

имеет место одна из трех возможностей: а) эта 

функция начинается со степени it , б) функция на-

чинается со степени ,pt  причем np  , в) функ-

ция тождественно равна нулю. Тогда определи-

тель )t(Qdet  обладает важным свойством: 
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Утверждение 1. Определитель   не равен 

тождественно нулю тогда и только тогда, ко-

гда встретится функция )(tFi , i }3,,0{  n , 

не равная тождественно нулю. 

Шаг 6. Для матрицы ],,[*
0,2 dkRRn   имеет 

место одна из двух возможностей 

nrankRn 
*

0,2  ,   (т.е. 0,, dkR ).     (А5) 

или   

nrankRn 
*

0,2 ,  (т.е. 0,, dkR ). (Б5) 

В случае (А5) в силу утверждения 1 условие 

(24) выполняется и алгоритм заканчивается. В 

случае  (Б5) переходим к следующему шагу. 

Шаг 7. Функции )(tFi   содержат два вида оп-

ределителей  

dAkAR ss
s ,, , 

dAkARdAkAR skskss
sk ,,,,   . 

 

В случае (Б5) эти определители равны нулю. 

Действительно, в силу условия (Б) существует 

вектор p R
2n
 и число 

0
p  такие, что 

dpRpk 0 . Тогда dpARpAkA sss
0 ,   

dpARpAkA ksksks
0

  . Поэтому     

0,, 0  dAdApRpAR sss
s , 

  dAdApRpAR ksss
sk ,, 0   

 + dAdApRpAR sksks ,, 0
  = 

=   dARpAR kss ,,     dAdApR kss ,, 0  

+ dARpAR sks ,,  + 0,, 0  dAdApR sks . 

 

Ввиду теоремы Кэли–Гамильтона в последней 

строке первый и третий определители равны ну-

лю, а второй и четвертый отличаются знаком. 

Таким образом, в рассматриваемом случае отли-

чие от тождественного нуля определителя 

)t(Qdet  зависит только от ранга матрицы  

],,[*
0,2 dkRRn  . Из всего доказательства следу-

ет, что отличие от тождественного нуля опреде-

лителя )(det tQ  обуславливается выполнением 

хотя бы одного равенства       

nrankRn  ,  ],,,[ 1rAArrR n
n

  , 

nrankRn  0,0,1 ,  ],,,,[ 2
0,0,1 krAArrR n

n


   , 

nrankRn  *0,0,1 ,  ],,,,[ 2
*0,0,1 drAArrR n

n


   , 

nrankRn 
*

0,2 ,  ],,,,,[ 3
0,2 dkrAArrR n

n


   . 

Все эти условия можно заменить одним усло-

вием (23). Теорема 2 доказана.                                           

III. Теперь рассматривается случай, когда не-

нулевые векторы  b, c  и  k  коллинеарны: суще-

ствуют вещественные числа  21,  такие, что 

kb 1 ,  kc 2 . 

Имеет место  

Теорема 3. В случае, когда ненулевые векто-

ры b, c  и k коллинеарны, система (1) вполне 

управляема тогда и только тогда, когда для 

матрицы 

],...,,[ 1kAAkkQ n  

выполняется условие 

nrankQ .     (25) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. В рассматриваемом 

случае коллинеарности векторов b, c   и  k  сис-

тема (1) принимает вид 

)))((
0

21 udssuukAxx
t

    .    (26) 

Сформируем новое управление 

udssuuv
t

 
0

21 ))( .  (27)  

Тогда система  (26) примет простой вид 

kvAxx  , 

для которой критерий управляемости  известен 

[1 с. 183] и заключается в выполнении условия 

(25). Таким образом, искомое управление )(tv , 

],0[ 1tt , существует, в том числе и непрерывно 

дифференцируемое [5]. Из уравнения (27) всегда 

можно восстановить управление  u , так как это 

уравнение эквивалентно задаче Коши 
 

)(21 tvuuu   ,  )0()0()0( vuu   . 
 

Эта задача Коши всегда имеет решение в об-

ласти определения гладкой функции )(tv , 

],0[ 1tt . Теорема 3 доказана. 

IV. Рассмотрим теперь случай векторного 

управления. Пусть процесс описывается линей-

ной стационарной системой обыкновенных диф-

ференциальных уравнений  

uKdssuCBuAxx
t

  
0

)( , (28) 

где x R
n

 – выход, состояние системы; u R
r
 – 

вход, управление, непрерывно дифференцируе-

мая вектор-функция; A – постоянная веществен-

ная )( nn -матрица; KCB ,, – вещественные по-

стоянные )( rn -матрицы. 

Множество   всех систем (27) разобьем в за-

висимости от свойств матрицы управления 
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],,[ KCB  на два класса 1  и 2 , для каждого из 

которых рассматривается затем задача управле-

ния. Обозначим  
 

],,[ KCBrank ,   }2,,1{ m ,  nm2 . 
 

К классу  1   относятся те системы (27),  

для которых выполняются одновременно два 

свойства    

rr  0 ,   (29.1) 

  , R
1
:   0][ rKCBrank   ,   (29.2)  

где  0r  – размерность вектора управления u .  К 

классу  2  относятся  те системы (2), для кото-

рых не выполняется хотя бы одно из свойств  

(28):  12  \ .  

Для систем класса  2   имеют место 
 

Теорема 4. Система (28) класса  2  вполне 

управляема тогда и только тогда, когда суще-

ствует конечное значение аргумента 01 t , при 

котором выполнено ранговое условие 

,)( 1 ntrankQ   

где                                     

],)(,)(,,,...,,[)(
1

0

1

0

1 DAtKAtKRAARRtQ i
m

i
i

i
m

i
i

m









 

KAABCR 2 , ABKD  ,  .2,1,  nnnm  
 

Теорема 5. Система (25) класса  
2  вполне 

управляема тогда и только тогда, когда для  

матрицы 

],,,,...,,[ 1 DKRAARRQ m  

где KAABCR 2 ,  ABKD  ,    

выполняется условие 
 

nrankQ . 
 

Доказательство теорем 4 и 5 производится 

аналогично доказательствам теорем 1 и 2 с ис-

пользованием принципа суперпозиции [3, с. 43].  

V. Рассмотрим теперь системы (28) класса 1 . 

При выполнении условий (29) существует мат-

рица P , составленная из ровно 0r  линейно неза-

висимых вектор-столбцов матриц KCB ,, , такая, 

что 
0

rrankP  . Отберем в матрицу P  макси-

мальное число  p
 
 линейно независимых столб-

цов из матрицы K , добавим в нее максимальное 

число q  линейно независимых с ними столбцы 

из матрицы  B , а затем добавим остальные  g  

линейно независимых с ними столбцы из матри-

цы C  

],,,,,,,,[ 111 gqpqpqppp iiiiii
ccbbkkP   , 

0rgqp  ,    (30) 

(индекс вверху означает номер столбца). При 

этом в силу свойства (25.2) номера столбцов в 

матрице P  не совпадают:  ii  ,   . То-

гда существуют однозначно определяемые веще-

ственные )rr( 
0

-матрицы H,N,M  такие, что 

имеют место представления 

PMK  ,  PNB  ,  PHC  . (31) 

Система (28) класса 1  в силу (31) имеет вид 

))((
0


t

dssuHNuuMPAxx  ,  (32) 

имеет место 

Теорема 6. Система (32) класса  1  вполне 

управляема тогда и только тогда, когда для 

матрицы 

],...,,[ 1PAAPPQ n  

выполняется условие 

nrankQ .    (33) 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  В рассматриваемом 

случае класса 1  система (25) имеет вид (29). 

Сформируем новое управление 


t

dssuHNuuMv
0

)( .  (34)  

Тогда система  (31) примет простой вид 

PvAxx  , 

для которой критерий управляемости известен 

[1, с. 182] и заключается в выполнении условия 

(33), При этом управление существует в  

том числе и в классе дважды непрерывно диффе-

ренцируемых функций [5]. Покажем, что из  

системы  (34) всегда можно восстановить управ-

ление  u .  В силу свойства (29.2) номера столб-

цов в матрице P не совпадают:  ji    

},,1{},,,1{ qp    . Введем в рассмот-

рение )( rr  -матрицу перестановок 

rr
jieT

11
),( , у которой в каждой строке и в ка-

ждом столбце стоит только одна единица, при 

этом элементы 1),( jije ,  j r,1 , а остальные 

элементы  0)i,s(e
j , js  . Введем новое 

управление 

Tuw ,   0det T ,  (35) 

и представим его в виде 

),,,( 4321 wwwww  ,   1w R
p

, 2w  R
q

,   

3w  R
g

,  4w  R
s
, 
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0rgqp  ,  rsgqp  . 

Тогда матрицы в (29)  имеют следующее 

строение:   

         

M

















0000

0000

141312
MMME

p

,  

 

N

















0000

0

0

2423

141311

NNE

NNN

q
, 

 



















34

242221

141211

00

0

0

HE

HHH

HHH

H

s

. 

Здесь lE  – единичные )( ll -матрицы, ос-

тальные блоки – однозначно определенные мат-

рицы соответствующих размерностей векторам 

4,3,2,1, iwi .  

Без ограничения возможности управления по-

ложим  

0)(4 tw . 

Тогда система (34) принимает вид 
 

 3131113132121 wNwNwMwMw   

)()()( 1
0

212
0

111 tvdttwHdttwH
tt

  , (36) 

)()()( 2
0

222
0

1213232 tvdttwHdttwHwNw
tt

  , (37) 

)()( 3
0

3 tvdttw
t

 ,  (38) 

а в качестве управления  
TTTT

vvvv ),,( 321 , ре-

шающего задачу управления, используем функ-

ции с условием 0)0( v , например, векторные 

полиномы [5] 
m

rtCtCtCtCv  3
3

2
21 ,  

0r
i RC  . Из системы (46) имеем  

)()( 33 tvtw  ,  )0()0( 33
0
3 vww  .    (39) 

 

Подставим 0t  в равенства (36) и (37), с 

учетом (39) получим 
 

 )0()0( 2121 wMw   

)0()0()0()0( 1313111313 vwNwNwM   ,   (40) 

)0()0()0( 32322 vNvw  .   (41) 

 

Возьмем производную от равенства  (37) 

)()()()( 22221212 thtwHtwHtw  , 
 

)()()( 32322 tvNtvth   .                   (42) 

При  0t   имеем 

)0()0()0()0( 22221212 hwHwHw  ,   (43) 

 

Возьмем производную от равенств (36) и (42) 

)(12121111112121 thwHwHwNwMw   , 

)()()()( 31331311 tvNtvMtvth   ,       (44) 

)(22221212 thwHwHw   .             (45) 

 

В системе (44)–(45)  сделаем замену   

,11 zw    22 zw  .  (46) 

В результате получится линейная неоднород-

ная система обыкновенных дифференциальных 

уравнений 





















).(

,)(

,

,

24114223214

13112121114123

42

31

thzNzHzHz

thzNzHzHzMz

zz

zz









 

 (47) 

 

Положим произвольным образом 0
11 )0( zw  . 

Остальные начальные векторы ,z
i

0  ,,,i 432  оп-

ределяются из равенств (40), (41, (43). Задача Ко-

ши для системы (47) всегда разрешима. Тем са-

мым согласно (39), (46) найден вектор  w , а зна-

чит, в силу (35) и вектор управления  u , решаю-

щий задачу управления.  Теорема 6 доказана.  

Заключение. В данной статье получены ус-

ловия полной управляемости для стационарных 

систем обыкновенных дифференциальных урав-

нений, которые линейны по состоянию и управ-

ляющему воздействию. Управляемость изучена 

при наличии нового комбинированного управ-

ляющего воздействия в виде функции управле-

ния, интеграла и производной от этой функции 

управления. Все множество исследуемых диф-

ференциальных систем разбито на четыре класса, 

в каждом из которых доказан критерий наличия 

свойства полной управляемости. Для каждого 

класса критерий носит ранговый характер от не-

которой матрицы, построенной по известным 

матрицам исследуемых систем. Результаты рабо-

ты являются новыми и носят фундаментальный 

характер. 
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