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Представляемая статья относится к области исследования n-арных групп геометрическими методами и развитию 

приложений теории n-арных групп в аффинной геометрии.  
Цель работы – установить свойства последовательностей параллелограммов n-арных групп и новые условия самосов-

мещения точек n-арных групп относительно вершин многоугольников с четным количеством вершин. 
Материал и методы. Объектом исследования являются последовательности параллелограммов n-арных групп, много-

угольники n-арных групп с четным количеством вершин. В работе используются общие и геометрические методы теории 
n-арных групп. 

Результаты и их обсуждение. Теорема 1. Пусть G – n-арная группа, ,  – параллелограммы G, 
где b1=a2, , . Тогда если , , …, , , 

, …,  – параллелограммы G ( ,  – четные натуральные числа), то 
 – параллелограмм G. 

Теорема 2. Пусть G – полуабелева n-арная 2s-группа,  – произвольные точки из G. Тогда  
1) >< −− ))...))((...(())...)),((...((,, 11 bSSSaSSSba

ixixixixixix  – параллелограмм G, если i – нечетное натуральное число;  

2) >< −− ))...))((...(())...)),((...((,, 11 aSSSbSSSba
ixixixixixix – параллелограмм G, если i – четное натуральное число. 

Заключение. Получены новые связи между последовательностями параллелограммов n-арных групп, установлены но-
вые свойства самосовмещения точек относительно вершин многоугольников с четным количеством вершин. 
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The represented article belongs to area of the research n-ary of groups by geometrical methods and to development of 

applications of the theory of n-ary groups in affine geometry.  
The purpose of the work is to investigate properties of sequences of parallelograms of n-ary groups, to establish new conditions 

of self- returning of points of n-ary groups concerning tops of polygons with even quantity of tops. 
Material and methods.  Object of the research are sequences of parallelograms of n-ary groups, polygons of n-ary groups with 

even quantity of tops. In the work the general and geometrical methods of the theory of n-ary groups are used. 
Findings and their discussion. Theorem 1. Let G – n-ary group, ,  – parallelograms G, where b1=a2, 

, . Then if  , , …, , , , …, 
 – parallelograms G (k ≥ 1,  l ≥ 1 – even natural numbers), then l ≥ 1   – parallelograms G. 

Theorem 2. Let G – semiabelian n-ary 2s-group, – arbitrary points from G. Then  
1) >< −− ))...))((...(())...)),((...((,, 11 bSSSaSSSba

ixixixixixix  – parallelogram G, if i – odd natural number;  
2) >< −− ))...))((...(())...)),((...((,, 11 aSSSbSSSba

ixixixixixix – parallelogram G, if i – even natural number. 
Conclusion. New communications between sequences of parallelograms of n-ary groups are received, new properties of self-

returning of points concerning tops of polygons with even quantity of tops are established. 
Key words: polygons of n-ary groups, semiabelian, self- returning of the n-ary elements of groups. 

 
звестно, что приложения в теоретических 
науках являются не только источником и 

движущей силой роста, но и критерием истинно-
сти [1]. В настоящее время развиваются прило-
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жения теории n-арных групп в кодировании, по-
лиадических автоматах, аффинной геометрии и 
других областях знания [2–3]. Значительный 
вклад в разработку приложений теории n-арных 
групп в аффинной геометрии был внесен 
С.А. Русаковым [4]: с помощью введенных на n-
арной группе понятий параллелограмма, сим-
метричности точек и вектора он определил n-
арную rs-группу и доказал ее существование, 
построил аффинное пространство W(G) методом 
фундаментальных последовательностей векторов 
полуабелевой rs-группы G. Следует отметить, что 
отдельные элементы аффинной геометрии на тер-
нарных группах были построены Д. Вакареловым 
[5]. В работе Ю.И. Кулаженко [6] исследования, 
предпринятые С.А. Русаковым, получили даль-
нейшее развитие. В этой же монографии отдель-
ная глава посвящена новому направлению – само-
совмещению элементов n-арных групп. 

Представляемая статья примыкает к вышеука-
занной области изучения n-арных групп: уста-
навливаются связи между последовательностями 
параллелограммов n-арных групп и новые свой-
ства самосовмещения точек относительно вер-
шин многоугольников с четным количеством 
вершин. 

Цель работы – исследовать свойства последо-
вательностей параллелограммов n-арных групп, 
установить новые условия самосовмещения то-
чек n-арных групп относительно вершин много-
угольников с четным количеством вершин. 

Материал и методы. Объектом исследования 
являются последовательности параллелограммов 
n-арных групп, многоугольники n-арных групп с 
четным количеством вершин. В работе исполь-
зуются общие и геометрические методы теории 
n-арных групп. 

Основные определения, понятия и обозначе-
ния можно найти в [6]. Элементы n-арной груп-
пы G в дальнейшем будем называть точками. 

Определение 1. Четырехугольник  
G называется параллелограммом G, если 

 
Определение 2. Упорядоченная пара  

точек  называется направленным отрез-
ком G и обозначается через .  

Определение 3. Пишут  и говорят, 
что направленные отрезки  и  G  равны, 
если четырехугольник  является па-
раллелограммом G. 

Пусть V – множество всех направленных от-
резков G. 

Это отношение «=» разбивает множество V на 
классы эквивалентности (см. [4]). 

Определение 4. Если  то множество 
 называется вектором G и 

обозначается через  или одной малой буквой 
латинского алфавита; например . Через 

 обозначается множество всех векторов 
G.  

Определение 5. Два вектора  и  
из V(G) называют равными и пишут , если 

их представители  и  равны.  
В [4] доказано, что для любых точек равенства  

     (1) 

     (2) 
эквивалентны.  

Определение 6. Если выполняется равенство 
(1) или (2), то  называют серединой отрезка 
[ac]. Если имеет место равенство (1) (равен-
ство (2)), то точку  (точку ) называют 
точкой, симметричной точке   (точке ) от-
носительно точки , и обозначают через )(aSb  
(через  ), т.е.   ( ).   

Из (1) или (2) следует, что  

 

 
Определение 7. Пусть G – n-арная группа. 

Последовательность , где k ≥ 1, 
называется нейтральной k(n–1)-последователь-
ностью G, если  для лю-
бого элемента .  

Лемма 1 [6]. Если четырехугольник 
 полуабелевой n-арной группы G яв-

ляется параллелограммом G, то параллелограм-
мами G являются и четырехугольники 

, , , 
, , .  

Результаты и их обсуждение. Теорема 1. 
Пусть G – n-арная группа, ,

 – параллелограммы G, где b1=a2, 
, . Тогда если 

, , …, 
, , , 

…,  – параллелограммы G  
( ,  – четные натуральные числа), то 

 – параллелограмм G. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как 
 – параллелограмм G, то по лем-

ме 1  также параллелограмм G, 
что по определению 1 равносильно  

.   (3) 
Так как – параллелограмм G, 

то по лемме 1  также параллело-
грамм G, что по определению 1 равносильно  

.   (4) 

Рассмотрим . Подставим (4) в 
это выражение 

=  

= . 
С учетом условия теоремы перепишем полу-

ченное равенство в виде 

= 

= .    (5) 
С учетом определения симметричных точек и 

нейтральности последовательностей перепишем 
равенство (5) 

= 

= = 

= = 

= = 

= .  (6) 
Полученное равенство перепишем с учетом 

(3) и нейтральности последовательностей 

= 

= = 

= = .                 (7) 
Таким образом, из преобразований (5)–(7) 

следует справедливость равенства 

= , 
из которого вытекает, что – па-
раллелограмм G. 

Так как условия теоремы удовлетворяют 
следствию 2 теоремы 2 из [7], то 

,  – параллело-
граммы G (при t=4). Из того, что четырехугольники 

, ,  
являются параллелограммами G, по определени-
ям 3 и 5 следует справедливость следующих ра-
венств:   

 

 

 
Отсюда в силу транзитивности равенства век-

торов G выполняется , что равно-
сильно тому, что – параллело-
грамм G. Теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть G – полуабелева n-арная  
2s-группа, – произвольные точки 
из G. Тогда  
1) >< −− ))...))((...(())...)),((...((,, 11 bSSSaSSSba

ixixixixixix
 – 

параллелограмм G, если i – нечетное натураль-
ное число;  
2) >< −− ))...))((...(())...)),((...((,, 11 aSSSbSSSba

ixixixixixix
– 

параллелограмм G, если i – четное натуральное 
число. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно лемме 2.2.4 из 
[6] четырехугольник  явля-

ется параллелограммом G. Так как  – середина 
отрезков , , 
то согласно лемме 2.2.4 из [5] 

 – парал-
лелограмм  G.  Так  как  x3  –  середина  отрезков  

, то 

       
 – параллелограмм G. Продол-

жая указанный процесс, получим, что  xi-1 –  
середина отрезков  

, 
. Если i – нечетное  

натуральное число, то, применяя лемму 2.2.4  
из  [5],   имеем,   что     

      

 – параллелограмм G; 
если i – четное натуральное число, то,  
согласно   лемме   2.2.4  из [6],  четырехугольник 
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является 
параллелограммом G. Так как четырехугольники 

, 

,   

 , …,  

  

 
(i – нечетное),  

 
     

(i – четное) являются параллелограммами G, то со-
гласно теореме 2 из [7]  

 –  параллелограмм   G,  если  

i – нечетное натуральное число;  
– 

параллелограмм G, если i – четное натуральное 
число. Теорема доказана. 

Теорема 3. Пусть G – полуабелева n-арная 
группа, (k N) – многоугольник 
G такой, что произвольная точка p G само-
совмещается относительно вершин этого мно-
гоугольника, т.е. , и 
пусть точки  такие, что спра-
ведливы равенства 

   (8) 
   (9) 

                                          …     
  (10) 

 

Тогда для любого p G справедливо равенство  
, 

т.е. p G самосовмещается относительно вер-
шин многоугольника  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Равенства (8)–(10) 
ввиду определения 3 равносильны следующим 
равенствам:  

= ,  (11) 

= ,  (12) 
             

.    (13) 
 

Рассмотрим выражение  , 
которое в силу определения симметричных точек 
эквивалентно следующему: 

= 

=  = … = 

… 

 
. (14) 

Подставляя в (7) значения  bt из равенств (11)–
(13), где t=1,3,5…2k-1, получим 

 

 
…

 

 
.  (15) 

Применим свойство полуабелевости G к ра-
венству (15). С учетом нейтральности последова-
тельностей получим 

 

 
…  

 
 

 
…  
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. (16) 
Так как произвольная точка p � G самосов-

мещается относительно вершин многоугольника 
,   то  (16)   перепишется   в  виде 

 
… . 

Следовательно, справедливо равенство 
… 

… , 
которое эквивалентно 

, 
т.е. p G самосовмещается относительно вершин 
многоугольника  Теорема доказана. 

Заключение. Получены новые связи между по-
следовательностями параллелограммов n-арных 
групп, установлены новые свойства самосовме-
щения точек относительно вершин многоуголь-
ников с четным количеством вершин. 
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