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Методы декомпозиции потока  
для одной дробно-линейной задачи 

потокового программирования 
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Белорусский государственный университет 

 
Рассматривается математическая модель экстремальной задачи потокового программирования с дробно-линейной 

целевой функцией и линейными ограничениями, которая относится к классу задач нелинейного программирования. Исполь-
зуется  конструктивная теория декомпозиции построения оптимальных решений, основанная на декомпозиции базисов 
обобщенного графа.  

Цель статьи – разработка методов решения задач нелинейного потокового программирования. 
Материал и методы. В исследовании используются методы линейной алгебры и математического программирования. 
Результаты и их обсуждение. Разработана и применена теория декомпозиции разреженных систем линейных алгеб-

раических уравнений специального вида для построения оптимальных решений экстремальных сетевых задач дробно-
линейного программирования. Построен прямой опорный метод приращений для решения дробно-линейной задачи потоко-
вого программирования с дополнительными ограничениями общего вида. Используются концепции теории графов, резуль-
таты теории потоков и эффективные технологии построения численных решений нелинейных сетевых задач математи-
ческого программирования, а также теоретико-графовые свойства опорных множеств. Доказаны достаточные условия 
оптимальности. Результаты исследования могут быть применены для построения оптимальных решений экстремальных 
задач линейного и нелинейного программирования. 

Заключение. Разработана конструктивная теория декомпозиции обобщенного графа, которая используется для по-
строения оптимальных решений сетевых задач дробно-линейного программирования. 

Ключевые слова: оптимизационные алгоритмы, математическое программирование, допустимое решение, оптимальное 
решение, декомпозиция, дробно-линейная целевая функция, разреженная недоопределенная система, обобщенный граф, поток. 

 

Methods of Decomposition of the Flow for One Network  
Fractional-Linear Programming Problem 
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A mathematical model of one extremal  network flow optimization problem with linear fractional objective function and linear 

constraints is considered. That problem belongs to a class of nonlinear  problems of matematical programming. For  building 
optimal solutions FLP we use the constructive decomposition theory, which is based on the decomposition of the support for  the 
generalized graph.  

The purpose of the article is the development of methods of solving the nonlinear network flow programming problems. 
Material and metods. The methods of linear algebra and mathematical programming are used in this work. 
Findings and their discussion. The theory of decomposition of sparse systems of linear algebraic equations of a special form 

was developed  and applied for the construction of optimal solutions of the  network problems of fractional-linear programming. A 
direct support method of the increments was constructed  for the fractional-linear problem of network flow programming with 
additional restrictions of general form. We use  the concept of graph theory, the results of the theory of flows and effective 
technology to build the numerical solutions of nonlinear network mathematical programming problems. The graph-theoretic 
properties of support sets are used. Sufficient optimality conditions are proved. The results can be used to build optimal solutions 
extremal problems of linear and nonlinear programming. 

Conclusion. A constructive decomposition theory of generalized graph is developed, which is used to construct the optimal 
solutions of network problems of fractional linear programming. 

Key words: optimization algorithms, mathematical programming, feasible solution, optimal solution, decomposition, fractional-
linear objective function, sparse underdetermined system, generalized graph, flow.  

 
ассматривается математическая модель экс-
тремальной задачи потокового программиро-

вания с дробно-линейной целевой функцией и 
линейными ограничениями, которая относится к 
классу задач нелинейного программирования. 

Используется конструктивная теория декомпози-
ции построения оптимальных решений, основан-
ная на декомпозиции базисов обобщенного графа.  

Цель статьи – разработка методов решения за-
дач нелинейного потокового программирования. 

Р 
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М А Т Э М А Т Ы К А 

Материал и методы. В исследовании исполь-
зуются методы линейной алгебры и математиче-
ского программирования. 

Рассмотрим математическую модель дробно-
линейной задачи потокового программирования 
с вложенной сетевой структурой ограничений и 
преобразованием дуговых потоков (1)–(4): 

( ) ( )
( )

( )

( )

,min

,

, →
+

+
==

∑

∑

∈

∈

γxq

βxс

xq
xpxf

Uji
ijij

ij
Uji

ij

             (1) 

( ) ( )
i

UIj
jiji

UIj
ij axx

ii

=− ∑∑
−+ ∈∈

μ , Ii∈ ,               (2) 

( )
,αλ

,
p

Uji
ij

p
ij x =∑

∈

lp ,1= ,                    (3) 

( ) ,,,0 Ujixij ∈≥                              (4) 

где параметры γ,β,α,λ,,μ,, p
p
ijiijijij aqc  задачи (1)–

(4) определены, I  – множество узлов, −U мно-
жество дуг ориентированного связного графа 

),( UIG = , −ijx величина дугового потока дуги 

Uji ∈),( , ijμ – коэффициент преобразования ду-

гового потока ijx  дуги ),( ji : дуговой поток дуги 

Uji ∈),(  величины ijx  исходит из узла i  и вхо-

дит в узел j  в преобразованном виде ijij xμ , при-

чем, преобразование дугового потока ijx  осу-
ществляется непосредственно перед узлом j ; 

)),(,( Ujixx ij ∈= , )),(,μ(μ Ujiij ∈=  – векторы 
дуговых потоков и коэффициентов их  
преобразования; },),(:{)( UjiIjUIi ∈∈=+

}.),(:{)( UijIjUIi ∈∈=−  
Пусть −V множество решений 

)),(,( Ujixx ij ∈=  системы уравнений и нера-
венств (2)–(4). Необходимо найти минимальное 
значение дробно-линейной целевой функции (1) 
на множестве V  решений системы уравнений и 
неравенств (2)–(4). Выделим подмножество 

VZ ⊆  допустимых базисных решений задачи 
(1)–(4). Допустимое базисное решение 

)),(,( Ujixx ij ∈= , Zx∈  задачи (1)–(4) определя-
ется следующим образом:  

)\),(,0;),(,( SijSij UUjixUjixx ∈=∈= , 
где SU – множество базисных дуг обобщенного 
графа ),( UIG =  задачи (1)–(4) [1–3]. Полагаем, 
что знаменатель 

( )
γ)(

,

+= ∑
∈Uji

ijij xqxq  дробно-

линейной целевой функции (1) не меняет знак на 

множестве допустимых базисных решений.  
Без ограничения общности предположим, что 
знаменатель Zxxq ∈> ,0)( . 

Общее определение базиса SU  предполагает 
наличие невырожденной базисной матрицы SA  

порядка SUnn =, , столбцы которой соответ-
ствуют дугам максимального множества UU S ⊂

, при этом система ,0=T
SS xA  

)),(,( SijS Ujixx ∈=  имеет только тривиальное 
решение. Другими словами, максимальное мно-
жество дуг ,UUS ⊂  для которого существует 
тривиальный поток в обобщенной сети 

),( SS UIG =  для системы (2)–(3), составляет ба-
зисное множество дуг обобщенной сети 

),( UIG =  задачи (1)–(4) [2–3]. 
Для построения решения системы со специ-

альными матрицами в [2–4] предложены алго-
ритмы декомпозиции, которые  позволяют пред-
ставить систему уравнений (часть ограничений 
задачи) в виде двух независимых систем: разре-
женной системы линейных алгебраических урав-
нений и системы общего вида. Это позволяет 
находить численное решение разреженной си-
стемы с применением современных технологий 
[5] на надлежащих структурах для представления 
базисов (без использования обращения матриц). 
При построении оптимального решения задачи 
(1)–(4) первоначально рассматривается невыро-
жденная матрица порядка m , где ,lm ≤  обраще-
ние которой выполняется только на первой ите-
рации. Затем на итерациях метода элементы об-
ратных матриц пересчитываются с использова-
нием формул [3] в случаях замены строки 
(столбца), усечения и окаймления матрицы. Ме-
тоды декомпозиции [5–6] базисного множества 
дуг SU  обобщенного графа ),( UIG =  экстре-
мальной дробно-линейной задачи потокового 
программирования (1)–(4) позволяют выделить 
базисное множество дуг LU  обобщенного графа 
(сети) G  для разреженной системы (2) и приме-
нять эффективные технологии построения чис-
ленных решений разреженных линейных систем 
вида (2). Заметим, что для базисного множества 
дуг LU  обобщенной сети G  для разреженной 
системы (2) построение решения разреженной 
линейной системы вида (2) выполняется без ис-
пользования обращения матрицы. Для этого 
применяется технология представления базиса 

LU  в виде коллекции корневых структур [6]. Ис-
пользование декомпозиционного подхода к по-
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строению решений указанных разреженных си-
стем в исследуемых дробно-линейных задачах 
потокового программирования позволяет в 
наибольшей степени учесть априорную инфор-
мацию о задаче (ее модели, свойствах, типе раз-
реженности) и организовать такой процесс пре-
образования информации, в котором максималь-
но учитывается структура математической моде-
ли, а также теоретико-графовые свойства ее ба-
зисов. В результате декомпозиции системы (2)–
(3) имеем две независимые системы, причем, вид 
разреженной системы (2) не изменяется. Соглас-
но [7] общее решение разреженной системы (2) 
имеет следующий вид: 
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где LUU \ρ)τ,(ρ),τ,(δ ∈  – фундаментальная си-
стема решений однородной системы, порожден-
ной системой (2), )),(,(δρ)τ,(δ τρ Ujiij ∈= , 

−∈= )),(,~(~ Ujixx ij любое частное решение си-
стемы (2). Если частное решение недоопреде-
ленной разреженной системы (2) определено по 
правилам ,\),(,0~

Lij UUjix ∈=  то общее реше-
ние системы (2) имеет вид: 

.),(,~δ
\)ρτ,(

τρ
τρ

Lij
UU

ijij Ujixxx
L

∈+= ∑
∈

 

 

Эффективные алгоритмы построения фундамен-
тальной системы решений однородной системы, 
порожденной системой (2), представлены в [6–8]. 
С использованием технологии [6–7] построение 
характеристического вектора ρ)τ,(δ  и частного 
решения системы (2) осуществляется за линей-
ное время. Общее решение 
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+=Λ . Прямоугольная матри-

ца ( )L
p
τρ UUρτ,lpR \)(,,1, ∈=Λ=  – матрица де-

терминантов структур, порожденных дугами 
множества LUU \  [2]. Таким образом, мы ис-
ключили из системы (3) неизвестные 

Lij Ujix ∈),(, , соответствующие дугам базиса LU  

обобщенного графа ),( UIG =  для разреженной 
системы (2). Приведем теоретико-графовые 
свойства базисных множеств дуг SU  и LU . 

Теорема 1 (теоретико-графовые свойства ба-
зиса SU ). Множество дуг SU  является базисом 
обобщенного графа ),( UIG =  задачи (1)–(4), 
если выполнены следующие условия: 

1) множество узлов )( SUI , соответству-
ющих базисным дугам SU , содержит все узлы  
обобщенного графа :G  ;IUI S =)(  

2) граф ),( SS UIG =  состоит из t  компо-

нент связности ,,1),,( tnUIG n
S

n
S

n
S ==  каждая из 

которых содержит хотя бы один невырожден-
ный цикл [2], ;IIUU n

S
t
n

n
S

t
nS )(),( 11 == ==   

3) минор максимального порядка BUr =  

матрицы ( )S
p UUlpR \)ρτ,(;,1,τρ ∈=Λ=  отличен 

от нуля, LSB UUU \= . 
Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 1 аналогично 

доказательству теоретико-графовых свойств ба-
зиса для неоднородной задачи потокового про-
граммирования [3].  

Пусть −D невырожденная подматрица мат-
рицы R  порядка LSB UUUr \== , где 

( };,,2,1{,τρ lPpD p =∈Λ= )LB UUUρτ, \)( ⊆∈ . 
Базис SU  обобщенного графа G  задачи (1)–(4) 
представим в следующем виде: 

∅== BLBLS UUUUU  , , где −LU  базис 
обобщенного графа G для разреженной системы (2).  

Теорема 2 (теоретико-графовые свойства ба-
зиса LU ). Множество дуг LU  является базисом 
обобщенного графа G  для разреженной систе-
мы (2) тогда и только тогда, когда выполнены 
следующие условия: 

1) граф ),( LLL UIG =  состоит из m  компо-

нент связности ,,1),,( mnUIG n
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которых содержит единственный невырожден-
ный цикл [2 ]; 
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Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 2 аналогично 
[3]. 

На основании теоретико-графовых свойств 
базисов (теоремы 1–2) получены эффективные 
алгоритмы декомпозиции дуговых потоков в со-
ответствии с базисами SL UU , . Поскольку мно-
жество дуг −= BLS UUU  базис обобщенного 
графа ),( UIG =  задачи (1)–(4), ,∅=BL UU   
то из системы β=BDx  однозначно вычислим 
неизвестные дуговые потоки Bx , соответствую-
щие бициклическим дугам множества BU , где 
векторы-столбцы β,Bx  определены следующим 
образом: 
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Подставим вычисленные дуговые потоки Bx  в 
уравнения системы (2). Для вычисления неиз-
вестных Lij Ujix ∈),(,  используем теоретико-
графовые свойства базисного множества дуг LU  
обобщенного графа ),( UIG =  для разреженной 
системы (2) (теорема 2).  

Однако существенные преимущества указан-
ного декомпозиционного подхода к построению 
решений разреженных систем линейных алгеб-
раических уравнений вида (2)–(3) оцениваются в 
контексте построения решений больших дробно-
линейных задач потокового программирования. 
Представленные методы декомпозиции потоков 
в обобщенных сетях, технологии построения 
численных решений, основанные на декомпози-
ционном подходе, и их оптимальная реализация 
в конструктивных методах решения дробно-
линейных задач потокового программирования 
(1)–(4) обеспечивают однородную методику для 
вычисления основных величин: приращения 
дробно-линейной целевой функции, подходяще-
го направления изменения допустимого решения 
и потенциалов узлов обобщенного графа .G  

С применением алгоритмов  декомпозиции 
базиса BLS UUU =  графа G  для системы (2)–
(3), свойств базиса пространства решений одно-
родной системы, порожденной системой (2), 
фундаментальных результатов теории потоков и 
современных технологий построения аналитиче-

ских и численных решений разреженных линей-
ных систем построим метод приращений для 
решения дробно-линейной экстремальной задачи 
потокового программирования (1)–(4). 

Пусть −∈= )),(,( Ujixx ij  некоторое допусти-
мое базисное решение задачи (1)–(4), Zx∈ . Рас-
смотрим допустимое базисное решение 

,xxx ∆+=  Zx∈ , где )),(,( Ujixx ij ∈= , 

,ijijij xxx ∆+=  ).),(,( Ujixx ij ∈∆=∆  Компонента 

ijx∆  вектора x∆  является приращением дугового 

потока .),(, Ujixij ∈  Поскольку −x допустимое 
базисное решение задачи (1)–(4), то справедливы 
соотношения: 
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Согласно [7] общее решение разреженной одно-
родной недоопределенной системы (5) имеет вид: 
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Подсчитаем приращение f∆  дробно-
линейной целевой функции (1) задачи (1)–(4). 
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В полученное выражение f∆  приращения дроб-
но-линейной целевой функции (1) подставим об-
щее решение (7) и преобразуем числитель и зна-
менатель приращения f∆  к следующему виду: 
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где −)ρτ,(t порядковый номер бициклической 
дуги BU∈)ρτ,( , −D матрица детерминантов, 
которая соответствует множеству бициклических 
дуг BU , входящих в состав базиса BLS UUU =  
обобщенного графа G  задачи (1)–(4), −TD
транспонированная матрица. 

Для допустимого решения )),(,( Ujixx ij ∈=  
задачи дробно-линейного потокового програм-
мирования (1)–(4) сформулируем достаточные 
условия оптимальности. 

Теорема 3 (достаточные условия оптималь-
ности). Для оптимальности допустимого реше-
ния x  задачи (1)–(4) достаточно существования 
такого базиса SU  обобщенной сети ),( UIG =  
для рассматриваемой экстремальной задачи 
дробно-линейного программирования (1)–(4), при 
котором выполняются соотношения: 

.\),(,0),(~,0
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Sij

ij
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jiеслиx

∈=∆>
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    (9) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что 
для допустимого решения )),(,( Ujixx ij ∈=  су-
ществует такой базис SU  обобщенной сети 

),( UIG =  для рассматриваемой экстремальной 
задачи дробно-линейного программирования (1)–
(4), что выполняются соотношения (9). Для дуго-
вого потока 0=ijx  приращение 0≥∆ ijx . Соглас-

но (9) имеем 0)(~
≥∆ j,i . Следовательно, 

0),(~
≥∆∆ ijxji . Таким образом, при выполнении 

условий 0=ijx , если 0)(~
≥∆ j,i  для дуг 

SUUji \),( ∈ , справедливо неравенство 
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ijxji  Если 0>ijx , то для дугового 

потока ijx  приращение ijx∆  может иметь любой 
знак, но, согласно условиям (9), выполняется ра-
венство 0),(~

=∆ ji . Следовательно, 0),(~
=∆∆ ijxji . 

Таким образом, при выполнении условий (9) 
также справедливо неравенство

( )
.0),(~

\,

≥∆∆∑
∈ SUUji

ijxji  Окончательно, в соответ-

ствии с (8) приращения дробно-линейной целе-
вой функции (1), имеем 0≥∆f . Поскольку нера-
венство 0≥∆f  верно для любых 

Zxxxx ∈∆+= , , то допустимое решение 
)),(,( Ujixx ij ∈=  для рассматриваемой экстре-

мальной задачи дробно-линейного программиро-
вания (1)–(4) является оптимальным решением, 
которому соответствует оптимальный базис SU  
обобщенного графа ),( UIG = . Теорема доказа-
на. 

Согласно принципу возможных направлений 
[1–2] для допустимого базисного решения x  по-
строим новое допустимое базисное решение 

Zxxxx ∈∆+= ,  следующим образом: 
[ ]0 0θ θ 0,θ , θ 0,x x y Z= + ∈ ∀ ∈ >  

где ( )−∈= Ujiyy ij ),(, подходящее направление 
[1–2] изменения допустимого базисного решения x , 
−θ шаг вдоль подходящего направления y. При 

нарушении условий оптимальности (9) суще-
ствует подходящее направление y  изменения 
допустимого базисного решения x. Построим 
подходящее направление y изменения допусти-
мого базисного решения x. Пусть условия (9) 
нарушены на дуге SUUji \),( 00 ∈ . Положим  
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удовлетворяют разреженной системе линейных 
алгебраических уравнений вида: 
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Для построения эффективного алгоритма ре-
шения разреженной системы (10)–(11) применим 
принципы декомпозиции  базиса SU  обобщенно-
го графа ),( UIG =  задачи (1)–(4). Декомпозиция 
базиса SU  позволяет выделить базис LU  обоб-
щенного графа G  для разреженной системы (10), 

∅== BLBLS UUUUU  ,  и использовать его 
теоретико-графовые свойства (теорема 2). На 
основании теоремы 1 неизвестные системы (10)–
(11), соответствующие бициклическим дугам BU , 
однозначно вычислим из системы 
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0000τρ
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где ),(~
00 ji∆ , p

ji 00
Λ  – соответственно оценка и 

детерминант бицикла 
00 jiB , порожденного дугой 

SUUji \),( 00 ∈ . Подставим в (10) значения 

Bij Ujiy ∈),(, , которые однозначно определены 
из системы (12). Для вычисления неизвестных 

Lij Ujiy ∈),(,  применим теоретико-графовые 
свойства базиса LU  (теорема 2) и технологии 
представления базиса LU  в виде коллекции кор-
невых структур [2; 6]. Максимально-допустимый 
шаг [ ] ,0θ,θ,0θ 00max >∈  вдоль построенного под-
ходящего направления )),(,( Ujiyy ij ∈=  изме-
нения допустимого базисного решения 

)),(,( Ujixx ij ∈=  вычисляется по стандартным 
правилам [1]. Пусть шаг maxθ  достигнут на дуге 

SUji ∈),( ** . В результате имеем новое допусти-
мое базисное решение: )),(,( Ujixx ij ∈= , где 

.θmax ijijij yxx +=  Выполним построение базиса 
( ) ),(\),( **00 jijiUU SS =  обобщенной сети 

),( UIG =  задачи (1)–(4), где ,BLS UUU =  
,∅=BL UU   −LU новый базис обобщенной се-

ти G  для разреженной системы (2), −BU множе-
ство бициклических дуг, входящих в состав ба-
зиса SU  обобщенного графа ),( UIG =  задачи 
(1)–(4). Переход от матрицы 1−D  к матрице ,1−D  
где матрица  
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является матрицей детерминантов структур, по-
рожденных дугами множества LUU \ , выполня-
ется по рекуррентным соотношениям, связыва-

ющим элементы обратных матриц на итерациях 
описанного метода построения оптимального 
решения задачи (1)–(4), которые легко получить 
для обобщенного графа  на основании рекур-
рентных соотношений, полученных для экстре-
мальной задачи линейной оптимизации [2]. Ме-
тоды декомпозиции разреженных систем, кото-
рые применены для построения оптимальных 
решений дробно-линейной задачи потокового 
программирования с вложенной сетевой струк-
турой ограничений и преобразованием дуговых 
потоков (1)–(4), используются также при решении 
неоднородных задач дробно-линейного потоково-
го программирования [2] и для построения эф-
фективных методов решения задачи оптимально-
го расположения сенсоров в графах [9–11]. 

Заключение. Для построения оптимальных 
решений экстремальных сетевых задач нелиней-
ного программирования разработана и примене-
на теория декомпозиции разреженных систем 
линейных алгебраических уравнений специаль-
ного вида. Использование принципов декомпо-
зиции для построения решений систем линейных 
алгебраических уравнений позволяет предста-
вить систему основных ограничений исследуе-
мой сетевой задачи дробно-линейного програм-
мирования в виде двух независимых систем, 
причем, тип разреженности системы исходной 
задачи не изменяется. На основании применения 
свойств базиса пространства решений однород-
ной системы, порожденной разреженной систе-
мой ограничений задачи, фундаментальных ре-
зультатов теории потоков и современных техно-
логий построения аналитических и численных 
решений разреженных линейных систем специ-
ального типа построен прямой базисный метод 
приращений для решения исследуемой дробно-
линейной экстремальной задачи потокового про-
граммирования с дополнительными ограничени-
ями общего вида. Доказаны достаточные условия 
оптимальности. Методы декомпозиции ограни-
чений позволяют в наибольшей степени учесть 
априорную информацию о математической мо-
дели, ее свойствах, типе разреженности. Исполь-
зуются концепции теории графов, результаты 
теории потоков и эффективные технологии по-
строения численных решений нелинейных сете-
вых задач математического программирования. 
Результаты исследования могут быть применены 
для построения оптимальных решений экстре-
мальных задач линейного и нелинейного про-
граммирования, а также для решения задачи оп-
тимального расположения сенсоров в обобщен-

G
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ном графе для оценки потоков на его ненаблюда-
емой части. 
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