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Нормальные замыкания проекторов 
в конечных группах 

Рассматриваются только конечные группы. Используются определения и 
обозначения из [1]. 

В 1963 году Гашюц ввел понятие формации и доказал, что для насыщен-
ной формации J каждая разрешимая группа обладает точно одним классом 
сопряженных ^-проекторов. В 1967 году Шунк установил, что для гомоморфа 
I тогда и только тогда в каждой разрешимой группе существует точно один 
класс сопряженных ^-проекторов, когда 1 является примитивно замкнутым 
классом (впоследствии назван классом Шунка). 

Постепенно возникло направление, связанное с изучением классов Шунка 
I, для которых 1-проекторы обладают специальным вложением. В [2] Гашюц 
предложил один из способов вложения 1-проекгоров а группу. Он ввел класс 

103 



RocI = (G I нормальное замыкание HG = G для некоторого І-проектора H 
группы G) и доказал, что RocI в классе разрешимых групп является классом 
ІІІунка. 

В настоящей работе для класса Шунка I устанавливаются новые свойства 
класса RocI в конечных группах. 

Пусть I - некоторый класс групп. Подгруппа Н называется 1-проектором 
группы G, если Н е £ и из условий H c U c G , V < U и II / V e l всегда сле-
дует HV = U. Класс Шунка - непустой гомоморф I , для которого из условия 
G/MG Е I для любой максимальной подгруппы М из G всегда следует G ¢= I . 
Здесь MG - ядро максимальной подгруппы М группы G, т.е. MG = ПМА для лю-
бого g е G. Через л обозначается некоторое множество простых чисел, 
л' - дополнение к л в множестве всех простых чисел. Если для класса групп I 

из условия G/Од- е £ всегда следует G е I , то I называется ті-классом. Через 
Ср обозначается циклическая группа простого порядка р. Используются сле-
дующие обозначения классов групп: в п> -класс всех л'-групп; класс 

всех л-разрешимых групп; класс всех нильпотентных л-групп, S - класс 
всех разрешимых групп. 

Назовем всякий {Ext,},, Ro, Q, SJ-замкнутый класс R проективной оболочкой 
класса Шунка I , если любая группа из R обладает точно одним классом со-
пряженных 1-проекторов. Примером проективной оболочки класса Шунка I 
может служить класс всех разрешимых групп Отметим, что для л-класса 
Шунка I во всякой я-разрешимой группе 1-проекторы существуют и сопряже-
ны (см., напр. [3]). Если класс Шунка I является л-классом, то в качестве Ж 
можно взять класс всех л-разрешимых групп 6". 

Теорема 1. Пусть I - класс Шунка ( / $ - его проективная оболочка. То-
гда RocI п является классом Шунка и для любой группы G е Ж и ее 
І-проектора Н подгруппа HG есть Rocl-проектор в G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G е RocI n Ж и N < G. Ясно, что G/N е 
Покажем, что G/N е RocI. 

Пусть Н-1-проектор группы G, тогда HN/N - 1-проектор в G/N по лемме 
15.1 из [1]. Обозначим K/N = (HN/N)®"^. Предположим, что K/N ф G/N. Так как 
K/N < G/N, то К < G. Из H c K c G следует, что Н ' с К для любого g е G. 
Отсюда и из G е RocX получаем, что G = H ° c K . Значит, G /Nс K/N. Проти-
воречие. Итак, (HN/N)Q'N ~ G/N, т.е. G/N е RocI. Тем самым доказано, что 
G/N е RocI п Ж. 

Рассмотрим теперь G/MG Е RocI П І? для любой максимальной в G под-
группы М. Пусть G-группа наименьшего порядка такая, что 
G/MG Е R o d П Ж, но G Г RocI П Ж. Из того, что G/Mg R05F С £ следует, 
что G / N M G Е А', где M G пробегает ядра всех максимальных подгрупп из G. Но 
NMG = <T>(G). Из Е>Лф Ж с: Ж вытекает G e £ 

Выберем в G произвольную минимальную нормальную подгруппу N и рас-
смотрим G/N. Пусть W/N - произвольная максимальная подгруппа из G/N. 
Имеем 

(W/N)aN = П (W/N)9N = Л V^/N = WG /N для любого g е- G. 
Так как G/N^W/N)^ = G/N/ W G / N = G / W G g ROCI n Ж, то G / N e RocI n 3?. 
Пусть H - I-проектор группы G. По выбору G имеем, что HG * G. Обозна-

чим S = HG Тогда в G можно выбрать максимальную подгруппу Т, содержа-
щую S. Получаем, что либо TN = G, либо N с Т. 
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Если TN = G, то N можно выбрать из TG. В этом случае Т = Т • TG = G. Про-
тиворечие. 

Пусть теперь N с Т. Из того, что H T G / T G C S T C ^ G <3 G / T G И G / T g е Roc! 
для 1-проектора HT G / T G его нормальное замыкание в G / T g совпадает с G / T G 

и содержится в STG /T G . Но тогда G с S T G с Т. Противоречие. Таким образом, 
H G = G, т.е. G Е Roc I . 

Итак, мы показали, что Roc I n R - класс Шунка. 
Теперь покажем, что HG - Rocl-проектор в G. Обозначим HG = R. Так как 

Н -ЭЕ-проектор в G и Н с R, то Н-1-проектор в R. Предположим, что нор-
мальное замыкание HR ф R, тогда в R можно выбрать максимальную подгруп-
пу М, содержащую HR. Возьмем любой элемент g е G. Подгруппа Н0 является 
1-проектором в G. Так как R <1 G, то На с R. Поэтому Н9 = Нт - 1-проектор в 
R. Из R с G с S и S-замкнутости jf получаем, что в R существуют и сопряже-
ны І-проекторы. Следовательно, найдется х е R такое, что H-i = Н х с Нн, т.е. 
H s c M для любого 9 е G. Отсюда следует H c M G <1 G. Поэтому R с M G с М. 
Противоречие. Следовательно, HR = R, т.е. HG е Rocl. 

Пусть теперь R c U c G , V < U n U / V e Roc I 
Так как U c G c S , a S - S-замкнута и Q-замкнута, то U / V е Я те , в U / V 

существуют и сопряжены 1-проекторы. Тогда U / V = (Hi / V ) u / v для некоторо-
го Н-1 / V - f-проектора в U / V. Так как Н - 1-проектор BG и H C U C G , то Н -
1-проектор в U. Следовательно, по лемме 15.1 из (1] HV / V - 1-проектор в 
U / V и (HV/ V)uv = Н, / V для некоторого и е U. Имеем U / V = ((HV / V ) u v ) u ' v = 
= (H*V / V ) u ' v Так как Hu с R, то H"V / V с RV / V < U / V. Поэтому нормаль-
ное замыкание (H"V / V ) u ; v с RV t V. Тогда U / V c R V / V m U c RV. Отсюда и 
из RVC U получаем U = RV. Теорема доказана. 

Следствие. Если I - ж-класс Шунка, то RocI п в' также является 
ж-классом Шунка и для любой л-разрешимой группы G и ее 1-проектора 
R подгруппа Н° есть Rocl-провктор в G. 

Рассмотрим теперь в качестве проективной оболочки л-кпасса Шунка 
класс всех /г-разрешимых групп. 

Пусть I и-р - некоторые классы групп. Обозначим R o c ^ = RocI n -£), 
Теорема 2. Пусть I и - п--классы Шунка такие, что I с с &1, и пусть 

о) - {р\ Ср е -р } г> я. Тогда следующие утверждения эквивалентны: 
1) Roc£=$>; 

2) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что из условия 1) следует 2). Предполо-

жим, что B^'Sfffl <2І. Тогда © я ' З і г а \ЗЕ* 0 . Выберем в в т а ' 92 ш \1 группу G наи-
меньшего порядка. Через К обозначим 92ш-корадикал группы G. Из того, что 
G е 6--92,., следует К е Поэтому К с О - (G). Если К * 1, то по выбору G 

71 
факторгруппа G/K е I . Тогда G/O %< (G) = G/K/O ̂  (G)/K е I . Поэтому 

G/O к> (G) е 1. Так как I является 7і-классом, то G е I . Противоречие. 
Значит, К = 1. Так как К - ГК^-корадикал группы G, то G е 
Предположим, что G не является циклической группой простого порядка q, 

где q б со. Из G е 32№ следует, что всякая максимальная подгруппа М группы 
нормальна в G. Это означает, что ядро MG подгруппы М в G совпадает с са-
мой подгруппой М. Тогда по выбору G факторгруппа G/MG E L И, следова-
тельно, G e l . Противоречие. 
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Пусть G = C q - циклическая группа простого порядка q, где q e o . Так как 
Cq е ў , то из условия 1) получим G е RocI. В группе G существует 
1-проектор, обозначим его через Н. Из G = Сч и G е RocI получаем 
HG = G = Н. Отсюда G e l , так как Н -1-проектор группы G. Противоречие. 
Таким образом, 6 п*%„ с I . 

Докажем, что из условия 2) следует 1). Так как Roc^I с то остается до-
казать, что -р с Roc):I. 

Пусть G € ў и Н - 1-проектор группы G. Допустим, что HG ф G. Так как 
HG <3 G, то рассмотрим главный ряд группы G, проходящий через HG; 

HG = Н0 с Hi с ... с Нм с Hn = G, где Н, <1 G (I = 0 п -1). 
Из того, что G - л-разрешимая группа, следует, что либо I Hj: Н и | = qa, 

для некоторого q € it, либо I Hj: Н и | является л'-числом, i = 1, ... , п. 
Пусть | G/Нпи | = q", q е л. Тогда G/Hn., е |) n3iq . Поэтому Cq е £ Таким 

образом, q 6 о. В этом случае G/H„., е 1НШ с с I . Если | G/Hn_-i! явля-

ется я'-числом, то G/Нм е й я < с й ^ з г щ с 1 . Значит, в обоих случаях 
G/Hn., е I . Теперь из определения 1-проектора получаем G = Н Нп-1 с Н^,. 
Противоречие. Следовательно, HG = G. Это означает G е Roc I . Теорема 
доказана. 

Следствие 1. Пусть I - л-класс Шунка. Всякая я-\разрешимая группа 
совладает с нормальным замыканием своего i-проектора тогда и только 
тогда, когда в^К,, с !. 

Следствие 2. Пусть I и классы Шунка такие, что I с-р Всякая 
группа совпадает с нормальным замыканием своего 1-проектора тогда и 

только тогда, когда с I, где со = {р \ Ср е-р}. 
Отсюда в случае, когда £ есть класс всех разрешимых групп (л совпадает 

с множеством всех простых чисел), получается V. 15. b из [2]. 
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SUMMARY 
Let X be a Schunck class. Then RocI = (G \ Н° = G for some I-projector H of G). 

In this paper we prove the new properties of class RocI in the class of finite 
groups. 
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