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Чжоу Чжиньсинь

Об отражающей функции 
дифференциальных систем второго 

порядка с полиномиальной правой частью
Известно [1-3], что дифференциальная система

|х  = а1х+а2у + а3 х2 +а4ху + а5 у2 =P(tx,y)
[у = b,x + b2y + b3 x2 + b4xy + b5 y2 = Q(t, х, у)

(а,:= aj(t),bj:= b|(t),i = 1,5- непрерывно дифференцируемые функции на R) 
может иметь линейную отражающую функцию (ОФ). Здесь мы дадим ответ на
вопрос. Когда первая компонента ОФ системы (1) имеет вид f(t)x, и какой
вид при этом будет иметь её вторая компонента. Следствием этого факта, в 
частности, являются необходимые и достаточные коэффициенты условия 
четности первой компоненты любого решения системы (1 ).

Пусть система (1) имеет ОФ: F(t,x,y) = (F1(t,x,y),F2 (t,x,y))T.
Лемма 1. Если F^tx, у) = f(t)x, т о

f(0 ) + 2 а-|(0 ) = 0 ,Э|(0 ) = 0 (і = Я5). (2 )
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть F1(t,x, у) = f(t)x, тогда из основного соотно­

шения [1 ,с.1 1 ] следует

_ vt-x-y
A0 (t,x,y) + A 1(tx)y + A 2 (t)y2 = 0 (3)

где
ў:= F2 (t,x,y);A2 (t):= a ^A ^ tx ) = a2 + a4 f(t)x; A0 (t,x,y) = f(t)x + a1x + 

a3 x2 + a-|f(t)x+ a3 f 2 (t)x2; a:=a(-t) ит.п.
Положим t = 0, тогда

. г ,  ,  Vx(0),y(0)
f(0 )x(0 ) + 2 |a1(0 )x(0 ) + a2 (0 )y(0 ) +a3 (0 )x2 (0 ) + a4 (0 )x(0 )y(0 ) + a5 (0 )y2 (0 ) = 0 .

Отсюда следует утверждение леммы.
В дальнейшем мы предположим, что условия (2) выполнены, а всякое на­

писанное неравенство вида a(t) ф 0  считается выполненным в некоторой про­
колотой окрестности точки t = 0 .

Лемма 2. Пусть F1(t,x,y) = f(t)x,a5 ( t)s0  и a2 (t) + a2 (t) ф 0. Тогда 
F2 (t,x, у) = g0 (tx) + g1(t,x)y (где g0 (tx),g 1(t, х) -  непрерывно дифференцируе­

мые функции на R2 ).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть F)(t, х, у) = f(t)x, тогда из (3) следует

f(t)x + a.|x + a2 y + а3 х2 + а4ху + a,f(t)x+a3 f2 (t)x2 + (а2 + a4 f(t)x)y = 0 .
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Если а2 + a4 f(t)x ф 0, то отсюда следует F2 (t,x,y) = g0 (t,x) + gi(t,x)y. Если 
а2 + a4 f(t)x = 0, то а2 = 0 и а4  = 0, а это по условию леммы невозможно. По­
этому лемма доказана.

Лемма 3. Пусть F-|(t,x,y) = x и a5 (t)*0 . Тогда, если сущ ествует
г a2 (t) a4 (t) ai(t) + a-|(-t) _ .. a3 (t) + a3 (-t) .Iim и lim , mo lim ——— - —- = 0 , lim = 0 ,
t->oa5 (t) t-»oa5 (t) t-»o a5 (t) t-»o a5 (t)

r a5(-t) Яlim— —- = - 1 . 
t->o a5 (t)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть F-|(t,x,y) = x, тогда из (3) следует

lim 3l +a-t x(0) + x2 (0) lim a3 + a3 + |jm f^2. + ̂ 2.1 y(0 ) + |jm Г 1 x(0)y(0) +
t—>0 35 t—>0 85 t->ova5 85 J t->o^a5 э$)

(  л Л  о vx(0),y(0)
lim 
t-+o

a* ,
1 + —  У (0) = 0.

a 5J
Отсюда и следует утверждение леммы.

Теорема 1. Пусть F1(t,х,у) = f(t)x и a5 ( t ) * 0  и сущ ествует lim и
t->oa5 (t)

І і т ^ й .  тогда F2 (t,x,y) = g0 (t)+g 1(t)x +g2 (t)y (где g0 (t),gi(t), g2 (t) -  непре- 
t->-o a5 (t)
рывно дифференцируемые функции на R).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Fi(t, х, у) = f(t)x, тогда из (3) следует

y2 = - T ^ 7r [A 0 (U y )  + A1(t,x)y] (4)
A 2(t)

Дифференцируя формулу (3) найдем
Aot + + AoyQ + [Ait + А іхР]ў + A2 ty2 -(А-| + 2A2 y)Q(-t,f(t)x,y) = 0. (5)

Учитывая (4) и (5) получим
B1 (t,x,y) + B2 (t, х, у)ў = 0, (6 )

где B1(t,x,y) = A2 |A0t + А0хР + AoyQ j-  AqA2{ -  А2 А - ^ 0 +2A0 A2 q.| -  А 0 А^ 2 =

£ в15(ЦхУ;
i +j = i

В2 (t. х. У) = А2[Ац + A ixP] — A iA2t -2 A 2 q0 + A-|A2qi +(2A0 A-| -  A2 )q2 =

, |]B 2 ij(t)xixj;
i+j=1

q0 :=b1x + b3 x 2 ;q1 := b2x + b4 x 2 ;q2 :=b5.
В i t x v ̂1) Если B2 (t,x,y) ф 0, то из (6 ) следует ў = —  ' . Отсюда и (3) вытека-
B2 (t,x,y)

ет тождество
!(t,x,y) =

(а2 + a4 f(t)x )B 1 (t,x ,y)B 2 (t,x,y)]
-  a5 B2 (t,x,y) = B2 (t,x, y)[f(t)x + f(t)P(t, x,y) + a-,f(t)x + a3 f 2 (t)x2 +

из которого следует
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(7.1)

y=  Sgij(t)x'yj . ,

i+j= 1

Подставляя эту формулу в (3) найдем ў = go(t) + gi(t)x + g-i(t)y. В этом слу­
чае теорема доказана.

2) Если B2 (t,x,y)s0, то и Bi(t,x,y) = 0. При Ь5 *0 , из B2 (t,x,y) = 0,
B1(t,x,y) = 0 следует f(t) = l и

ag[(a^ + а т )г + а^(а-| + а-|) + 32^1 — a2bi ] + (а -j + а̂ )ос = 0; 

а5 І(аз + аз )f + аз (а 1 + аі) + 2а-|(аз + а3 ) + a2b3 + а4Ь-| -  а2Ьз -  э4 Ь|] +

+ (а-| + ai )р + (а3 + э3 )а = 0;

2a5a3(a3 + a3 ) + a5 (a4b3 -  а4Ьэ) + (а3 + а3 )р = 0;

a 5as (a i + ai )  + а5а  + а 5а  -  

2a5as ( a 3  +a3) + a5p + a5p = 0 ;

a 5a 2 ~ a 2a 5 = a 2a 5^2 — a 2^5 > 

a 5a 4 _  a4a 5 = a 5a 2^4 + a 5a4b2 +  2asb 53 i -  2a2a4b5 - 2a§b i;

a5 a4 b4  + 2 a5 a3 b5  = a4 b5  + 2 a§b3;

(7-2)
(7.3)
(7.4)
(7.5)
(7.6)

(7.7)

(7.8)

(7.9)a4 + 2 b5  = 0 ; 
где  а :=  £5  +  2 a 5b 2 — a 2b s ; p: =  2 a 5b 4 - a 4 b 5 .

В силу условия данной теоремы и из (7.6), (7.7) следует a2 =m(t)a5,

a4 =n(t)a5. Из (7.4) следует а5  =y(t)e8(t), где y(t) + y(-t) = 0,

6 (t) = -J ai + а1 + ь2 + ь2 + ̂ -(ma4 + ma4) dt

Из (7.1), (7.2) следует а̂  + эц = k1(t)y(t),a3  + a3  = k 2 (t)y(t), где k-,(t) + k,(-t) = 0, 

k2 (t) + k2 (-t) = 0. Положим u = m2e8 -  m2e-8; v = mne8 -  nfine-8 -2k.,; w = n2e8 -  

n2e 5 -4 k 2; Д = 16a5[(a5a2 + a5 a | ) + 2 (a5 a2 a 4  + a5 a2 a 4 - 2 8 5 8 5 (8  ̂+ a-|))x + 

(э5 а4  + э5 1 4  -  4a5 a5 (a3  + a3  ))x2] = 16 y V 8[u + 2 vx + wx2 ].
В силу леммы 3 находим u(0) = v(0) = w(0) = 0. Учитывая (7.1 )-(7.9) получим

u' =u - + b2  -  b2 +mnye +^-(mne -mne' ’) — m2e 8 v; 
2

v = u ^ a 3 + |b 4 + ^ n 2ye8

' + I
8

+ v 3 1  3l- + b2 -  b2 + ̂ -y|mne8 + m ne 8j

m2 e8 + m2e 8 w;

w' = v u n 8a3  +b4  + —  ye + w| a1 -  a1 + Ьг -  Ьг + (mne8 + m ne 8 }y

Это линейная система, поэтому u(t) = v(t) = w(t) = 0, т.е. Д = 0. Тогда из (3) 
следует

() + gi
2а5 \  а5 2а5 \  а5

При Ь5  = 0 рассуждаем аналогично. Теорема доказана.
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Теорема 2. Пусть a5 (t) *  0. Тогда 

1°. Если
V + ф2 ]+ [2 а 2 а ! + с 2 ]ф -  а 2 (с -I -  с . | ) -  с ^ а ,  + а ,);Ф

а 2Ьз + а зф 

а 2Ь 4 + а 4 ф 

а 2Ь 5 + а 5 ф

= [а~2 bз -  гГ2Ь4ф’ + b5 ф *2 ] f ;

= а 2 [2  b”5 ф* -  F 2 b 4 ] f;

2 ^ 5 ^a 2 b 5 f; (8)

ja f a 3 -  а 2а 4ф* + a5ф*2 ] f  = 0 ;

[2і Г5ф * -  гГ2 а”4 ] f = 0 ; F |a 5 + a"5a 2f = 0;а 22а 4 + а 2
г a 2 . ..  f + fa 1 + a, _ лlim —s -= -I; lim ----------------     0 ;a 2 *  0,
t —► о a о t  ̂ a 9

где f = exp [ф (т )с іт ,  

о
Ф = -2 а1 + а-| + b2 + b2 н— 2— l ф — ф + э-| + a*|,

a2  a2 J
9 1 •C1 = a1 +a f + 8 2 ^ ,  c2 = a2 +a2 a !+ a 2 b2, mo F(t,x,y) = (fx,-— [(f + fai +

a2

fa-|)x + fa2 y])T является ОФ системы (1).

2°. Если же а2 =0 и

fa3 + f2a3 +fa4g-, +a5gf = 0; 
fa4 + fa4g2 +2a5g1g2 = 0;fag + a5g2 = 0; 
9ia3 + g2b3 + f2b3 + b4fg1 + E>5g2 = 0; 
a49i + 92^4 +fg2b4 +2gig2b5 = 0; 
a59i + b5g2 + g2b5 = 0,

где g1 = -expf -  Дат + b2]dT: j  Ьт exp Дач — b2)ds
 ̂ 0 / 0 vo ,

g2 = expf -  J(b2 + b2 jd t l  f = exp -  Д а ^ а ^ т

+ bi exp
1

J(b2 -a ^d s
vo -

dx,

v 0
, mo F(t,x,y) = (fx,g1x + g2 y ) 1

является ОФ системы (1). При этом если система (1) 2ш -периодическая, и 
F(-co,x,у) = (х,у)т , т о  всякое продолжение на решение системы (1)
будет 2ю -периодическим.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При а2  *  0 из условия (8 ) следует

+ fa! + fa-, Jx + fa2y + a2y 

Используя условие (2 )получим
1 Г— (f + fa! + fa-ijx + fa2y

= 0. (9)

У =

Отсюда следует (fx -x )'sO , и из f(0) = 1 следует x = fx. Так что 
F(0, х, у) = (х, у)т и
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Ft (t, х, у) + Fx (t, x, у)

где F1(t, x, у) = x, F2(t, x, у) = у", т.е. при а2 * 0  теорема доказана [1 ,с. 11]. 
При а2 = 0 теорема доказывается аналогично.
Пример 1. Дифференциальная система

(aj,bj,i = 1,4- непрерывно дифференцируемые нечетные функции на R), имеет

ОФ F(t,х,у) = (x,e2smty)T- Если aj(t + 2п) = aj(t),bj(t + 2я) = b,(t),i = 1,4, то вся­
кое продолжение на [-я, я] решение этой системы будет 2п -периодическим. 

При а5 s 0 и а4 ф 0 аналогично получим следующие результаты.
Теорема 3. Пусть а5 = О и а4 *  0 . Тогда 

1°. Если а2 *  0 и

Игл - — —— f(f + fa1 +fa1)x + (fa3 + f2a3)x2 +f(a2 +a4x)y] = -у  и 
t-*o a2 + a4fx L J

a2 (ф + ф2) + (2a2a1 + c2 )cp = a2 (с  ̂— с^) — c2 (а̂  + â  
a3 +a3b4 - a 4b3 = f2(a3 +a3b4 -  a^jt^);
Э2 Э4  (ЗЭ3  + ) + Э2 Э4 (ЗЭ3  + b4) = Э4 С4 + Э4 С4  + 2.э^э^(р‘,

‘ 2а3а4ф + а4Сз + a3C4 + а2(азЬ4 -  a3b4) = f(a4C3 -  а3с4) + а4(3аз + Ь4)ср ;
а 2 а2 (а 2с 3 " а Зс 2 ) +  а 2(Р (а 4 с 2 ~  а 2с 4 ) =  а 2 (а 2^3  — а 3^2 
fa2(a2c4 - а 4с2) + а2(а2с4 - а 4с2) = 0;
Заз + b4 + f(3a3  + ) = Oj 8 4  + = 0;

х = а^х + sin tesm *у + а2х2 + a3es,ntxy + a4e2sinty2 
ў = bie~s,ntx + (b2 -  cos t)y + b3e~sin,x2 + b4xy

или

аг(Ф + ф2) + (2а2а1 + с2)ф = a2(c-| -  с-)) -  c2(a-| + аі); 
а2а4 Са з + Ь4) + а4а2 (а з +  = 2(a3a2b5 + a2a3bs);
a2(a4a4b3 +a3b5 - a 3a4b4) = a2f(a4a4b3 + a3b5 - а 3Ь4а4); 
а 2 (а2 сз _ а з с г ) ~ а 4 с 2Ф =  a2f(a2c3 -  а3с2 - с4ф ) + а2(а4 +  Ь$)ф 2; 
а 2а4 (2 а з +  а4Ь3) + а4(а4с3 - а 3с4) =
= f а4а2(2а3 + а4Ьэ) + а4(а4с3 -  а3с4) + а4ф (2а3Ь5 -  а4а3 -  За4Ь4)

2а4а4ф + а4с4 + а4с4 = 2 а4(э4 +Ь5 )ф ', 
fa4a2 = а2а4;а4Ь5 = а4Ь5;

• 0 ' •где с̂  = а-) + а̂  + а2Ь̂ , с2 = а2 + а^а2 + э2Ь2, с3 = а3 + За3аі + a2b3 + а4Ьі,
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F(t, х, у ) (f + fai + fa-|)x + (fa3 + f2a3)x2 + f(a2 + a4x)yfx
лТ

-  (a2 + a4fx) 

является ОФ системы (1).
2°. Если а2 = 0 и

аз + + а 4 9 1  = 0; а4 + а4д2 = 0;
аз9і + b3g2 + f2b3 + b4fg1 + b5g? = 0;
а4д-| + b4g2 +fb4g2 +2b5g-|g2 -  0;b5 + b5g2 -  0;

где g.
f t ,  _  . f z  л _  __

exp -  Д а , + b 2 ) d T  j  b , exp | ( a 1 - b 2 )ds + b, exp j ( b 2 -a .|)d s

g2 = exp| -  J(b2 + b 2 )d T  

о

VO \0
dt,

, mo F(t,x,у ) = (fx,gix + g2y)', f = exp -  J(a-i + a^dx 
v о

является ОФ системы (1). При этом если система (1) 2со -периодическая и 
F(—со,х,у) = (х,у)т , т о  всякое продолжение на [-со,ю] решения системы (1) 
будет 2со -периодическим.

Пример 2, Дифференциальная система

х = sin tesinty + ^-sin2 be2 + a^tjs in  tesintxy,

у = a2(t)e_sintx + (a3(t) -  cos t)y + a4(t)x2 -  — sin2 txy -  a^tjs in  tesinty2,

имеет нелинейную ОФ вида

F(t, х,у) - х,
1

1 -a i( t )x
,s in t„2 2sint,sinte x + (1 + ai(t)x)e n у

t 1где a^(t) = —  — sin2t, a2(t),a3(t) -  нечетные дифференцируемые функции, 
4 8

a4(t) = ^ a 3(t)sint -  |c o s t -a i( t ) a 2(t)je“ sint

Теорема 4. Пусть а5 = а4 = 0 и а2 ф 0 и lim a2(t) -1. Тогда
t-»o a2(-t)

. Or -  и о ,■ f + fai+fa-t+(fa3 + f2a3)x .1U. Если b5 =0, lim   -------— — -------—  = Q и
t-»o a2(-t)

а2(ср + ф2)+(2а2а1 +с2)ф = а2(сі - c 1) - c 2(a1 + ^ ) ;  

a 2 ^ 2 (^ 3  а 2^ з  а з а 1 — 2з-|Э з| +  З 3З2С2 =

= f[a2a2(a3 + a2b3 + a3a-| -  2a-|a3) + a3a2c2 ;
2a3 + b4f = 0;

(функции сі,с2,^ф определяются как и в формулировке теоремы 3), т о

F(t, х, у) = Г fx,- J -  
\ а2

является ОФ системы (1).

(f + fa -] + fa-] jx  + |fa3 + f 2a3 jx 2 + fa2y
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D f + fa1 + fa*2 . Если b5 *  0 и lim  1 ч 1 = 0 и
t—>0 32(“ t)

а2(Ф + ф2) + (2a2a-| + с2)ф = a2(c-| -  с-,) -  с2(а  ̂+ а )̂;
■ (аз — Ь4 )ф + 2а2Ьз = |(аз -  Ь4)ф + 2Э2 Ьз f;

a2(b4 +fb4) = 2ЬбФ ;а3 + f§3 = 0;a2b5 =fa2b5;

(функции сі,с2,^ф,ф* определяются как и в теореме 3), то

F(t, х, у) = ^х ,-  ̂ - | ( f  + fa! + fa^x +

является ОФ системы (1). При этом если система (1) 2ш -периодическая и 
F(-co,x,y) = (х,у)т , т о  всякое продолжение на [-ю,ш] решения системы (1) 
будет 2ю -периодическим.

Пример 3. Дифференциальная система
х = sin tesinty + sintesintx2
ў = a(t)e_sintx -cos ty+  |p(t)e_sint -c o s tjx 2 + 2sinte~sintxy

имеет ОФ F(t,x,y) = ^x,e2sinty+  (e2slnt- l j x 2 )̂ , где a(t) + a (-t) = 0,

p(t) + P(-t) = 0 и непрерывно дифференцируемые. Если a ( t+ 2я) = a(t), 
p(t + 2я) = p(t), то всякое продолжимое на [-я , я] решение этой системы будет 
2л -периодическим.

Очевидно для системы (1) при а2 =а4 =а5 =0 и f-t-fan + fa-) = 0, 
a3 + a3f = 0. Тогда первая компонента ОФ этой системы всегда имеет вид 
х = f(t)x.
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. 5 U М М A R Y
The nessesary and sufficient conditions for the independance of reflective 

function (RF) of the second component of a quadratic system are given. Under this 
conditions the form of the RF is established. The conditions under wich RF has a
form F(t,x,y) = (f(t)x ,g0 (t,x) + g i(t,x ))T are given.
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