
Матэматыка
УДК 512.542

В.В. Подгорная

Факторизации конечных групп 
дисперсивными и сверхразрешимыми 

подгруппами
Известно, что конечная группа G=HK с нормальными сверхразрешимыми 

подгруппами Н и К не всегда является сверхразрешимой. Отсюда следует, что 
формация сверхразрешимых групп не является классом Фиттинга. Известны 
следующие случаи, ведущие к сверхразрешимости группы:

-  подгруппы Н и К имеют взаимно простые индексы,
-  группа G имеет нильпотентный коммутант,
-  подгруппы из Н перестановочны со всеми подгруппами из К, а подгруппы 

из К перестановочны со всеми подгруппами из Н [1-3].
Формационное развитие этих результатов содержится в [4].
В настоящей статье получена новая теорема, относящаяся к этому на­

правлению. Будем рассматривать только конечные группы. Нам понадобятся 
следующие обозначения и определения.

Силовской полусистемой группы назовем множество силовских подгрупп, 
взятых по одной для каждого простого делителя порядка группы, вместе с
единичной подгруппой. Таким образом, если G -  группа порядка p i“ i р2“ 2 ...
рп“п , то множество £={Е, Gp i, G pz, .... GPn}, будет силовской полусистемой.
Здесь Е -  единичная подгруппа, Gp, -  силовская рг подгруппа группы G и все
числа p1f р2 рп различны.

Из теоремы Силова следует, что каждая группа G обладает силовской по­
лусистемой Е. Если дополнительно G p. G p. = Gp, Gp. для всех подгрупп из £,

то силовскую полусистему I  называют силовской системой [5,6]. Известно, что 
любая разрешимая группа обладает силовской системой, и наоборот, если в 
группе имеется силовская система, то группа разрешима [5].

Пусть 0 -  некоторое множество подгрупп группы G и N -  нормальная под­
группа группы G. Воспользуемся следующими обозначениями:

- 0N = { XN | Х 6 0 },
0nN = { XnN I Xe0 },
0N/N = { XN/N I X 6 0 } .

Подгруппа H группы G называется -квазинормальной, если НХ=ХН для всех 
Хе . Остальные обозначения и определения можно найти в монографии [1].
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Лемма 1. Пусть N -  нормальная подгруппа группы G. Если Е -  силовская 
полусистема группы G, т о  EN/N и SnN являются силовскими по/.усистема- 
ми факторгруппы G/N и подгруппы N соответственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о  вытекает из свойств силовских подгрупп.

Лемма 2. Пусть N -  нормальная подгруппа группы G. Если A/N -  цикличе­
ская р-подгруппа факторгруппы G/N, т о  сущ ествует элемент heG такой , 
что  <h> -  р-подгруппа и <h>N =А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Н -  минимальное добавление к подгруппе N 
в группе А. Тогда 7t(H)=7t(A/N) по лемме 11.2[1]. Поэтому Н является р-группой. 
Так как НпІЧсФ(Н) по лемме 11.1 [ 1 ] и A/N=HN/NsH/HnN циклическая, то Н -  
циклическая подгруппа, т. е. Н < <h> для некоторого heA. Лемма доказана.

Будем использовать запись для обозначения некоторой силовской по- 
лусистемы конечной группы G.

Лемма 3. Пусть группа G=HK, где подгруппы Н и К дисперсивны по Оре. 
Если циклические примарные подгруппы из Н Лк-квазинормальны и цикли­
ческие примарные подгруппы из К £ н-квазинормальны, т о  группа G диспер- 
сивна по Оре.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что лемма неверна. Тогда сущест­
вуют группы, удовлетворяющие условию леммы и не удовлетворяющие её 
заключению. Пусть G -  не дисперсивная по Оре группа наименьшего порядка, 
для которой все условия леммы выполняются. Тогда для любой неединичной 
нормальной подгруппы N факторгруппа G/N является произведением своих 
подгрупп HN/N и KN/N. Так как HN/N=H/HnN и KN/NsK/KnN, то подгруппы 
HN/N и KN/N дисперсивны по Оре. Рассмотрим их силовские полусистемы. 
Ввиду леммы 1 силовские полусистемы подгрупп HN/N и KN/N соответственно
равны множествам Z HN/N и L KN/N.

Пусть A/N -  произвольная циклическая примарная подгруппа факторгруп­
пы HN/N. Рассмотрим произведение циклической подгруппы A/N и произволь­
ной силовской подгруппы KpN /NeZKN/N. Ввиду леммы 2  существует пример­
ный элемент xeG т^кой, что A=<x>N. Поэтому (A/N)(KPN/N)=(AKPN)/N= 
=(<x>NKp)/N= (NKp<x>)/N=(KpN/N)(<x>N/N)=(KpN/N)(A/N). Аналогично проверя­
ется перестановочность циклических примарных подгрупп из KN/N с элемен­
тами силовской полусистемы Z HN/N. Таким образом, для факторгруппы G/N 
все условия леммы выполняются, а так как порядок факторгруппы G/N мень­
ше порядка группы G, то по индукции факторгруппа G/N будет дисперсивна по 
Оре.

Пусть теперь р -  наибольший простой делитель порядка группы G и Нр -  
силовская р-подгруппа подгруппы Н. Так как Н дисперсивна по Оре, то Нр<а Н и 
НреЕн- Если х -  некоторый примарный р'-элемент из К, то <х> Нр= Нр <х> по 
условию леммы. Теперь Нр < <х> Нр по теореме IV.2.8 [6 ] и р'-холловская под­
группа Кр’ из К содержится в NG(HP). Поэтому NG(HP) э  < Н, Кр>. Аналогично, 
Ng(Kp) э < К, Нр. >, поэтому силовская р-подгруппа Gp=HpKp группы G нормаль­
на в группе G. По индукции факторгруппа G/Gp дисперсивна по Оре, а так как р 
-  наибольший простой делитель порядка группы G, то группа G дисперсивна 
по Оре. Лемма доказана.

Теорема. Пусть группа G=HK, где Н, К -  сверхразрешимые подгруппы 
группы G. Если циклические примарные подгруппы из Н Ък-квазинормальны
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и циклические примарные подгруппы из К 2]н-квазинормальны, т о  группа G 
сверхразрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что теорема неверна. Тогда существует 
не сверхразрешимая группа G наименьшего порядка, для которой все условия 
теоремы верны. Как и в лемме 3 проверяется, что условия теоремы наследу­
ются всеми факторгруппами. По индукции все нетривиальные факторгруппы 
группы G сверхразрешимы. Поэтому подгруппа Фраттини группы G единична, 
а подгруппа Фиттинга является минимальной нормальной подгруппой. Ввиду 
предыдущей леммы группа G дисперсивна по Оре, значит для наибольшего 
простого делителя р порядка группы G силовская р-подгруппа Gp из G являет­
ся минимальной нормальной подгруппой. Допустим, что р делит порядок под­
группы Н. Так как Н сверхразрешима, то в Н имеется нормальная подгруппа 
< х > простого порядка р. По условию теоремы произведение < х > КР' есть
подгруппа группы G. Поэтому < х > < < х > КР', поскольку подгруппы р-
замкнутых групп p-замкнуты. Теперь NG(< х >) >  < H,GP,KP' >, поэтому < х > 
нормальна в G и по индукции факторгруппа G/< х > сверхразрешима. Значит и 
G сверхразрешима.

Следствие 1. ([7, теорема 1]) Пусть группа G=HK, где Н, К -  сверхразре- 
шимые подгруппы группы G взаимно простых порядков с силовскими систе­
мами 1н и £ к соответственно. Если Н и циклические подгруппы из Н Е к-квази-
нормальны, К и циклические подгруппы из К £ н-квазинормальны, то группа G 
сверхразрешима.

Следствие 2. ([7, теорема 2]) Пусть группа G=HK, где Н, К -  сверхразре- 
шимые подгруппы группы G с силовскими системами £ н и £ к соответственно. 
Если элементы силовских систем Z H и £ к попарно перестановочны, цикличе­
ские подгруппы из Н 2!к-квазинормальны, циклические подгруппы из К £ н-ква- 
зинормальны, то группа G сверхразрешима.
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S и  М М A  R Y  
It is proved that a finite group G which is a product of normal supersolvable 

subgroups H and К is supersolvable if cyclic primary subgroups of every multiplier 
are permutative with elements of Sylow semisystem of an other multiplier.
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