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О решетке конгруэнций n-арной группы
В [1, теорема 8.19] установлено, что решётка всех конгруэнций п-арной 

группы <А, [ 1> изоморфна некоторой подрешетке решетки всех инвариантных 
подгрупп группы <А, @>, где, как обычно, через <А, @> обозначается группа с 
операцией

х @  у = [хау],
где а  -  обратная последовательность для а е А. В данной работе этот же ре
зультат получен для подрешетки, которая определяется значительно проще, 
чем в [1]. Отметим, что аналогичный результат для соответствующей группы 
Поста <А0, *>  имеется в [2, 3].

Лем ма 1. Если р -  конгруэнция п-арной группы <А, [ ]>, то для любого 
а е Ар является конгруэнцией группы <А, @>, при этом <р(а), @ > -  инвари
антная подгруппа группы <А, @>, удовлетворяющая условию

[ар(а)а] = р(а), (1.1)
где о. -  обратная последовательность для а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если (х, у) е р, (u. v) е р, то из (а, а) е р,

( а , а ) е р и того, что р -  конгруэнция на < А, [ ] >, следует

([ха  а..я u], [ya a ..a v ]) е  р. 

п -3  п -3
(X @  и, y @ v )  е  р.

Следовательно, р -  конгруэнция на < А, @  >.
Так как а -  единица группы <А, @ >, то <р(а), @ > -инвариантная подгруппа 

группы <А,

Если b -  произвольный элемент из р(а), то полагая а  = a a ... a , получим

p([aba]) = [p (a)p(b)p(a) p (a )... p(a)] = 

n-3

= [p (a )p (a )p (a ) p (a )...p (a )] = p([aaa a ... a ]) = p(a),

~ r Í 3
т.е p([aboc]) = p(a). Следовательно, [aba] e р(а), и значит

(ар(а)сх] с  р(а). (1.2)
Аналогично доказывается включение

[ а э(а) а Г1а ] сг Р(а). (1.3)

Из (1.2) следует

[а[ар(а)а а . . . а ] а  а ... а ] с  [ар(а)а а „ . а ] с р ( а ) ,  

п -3  п-3 п-3
т.е.

[аар(а)а  а . . . а  а а . . . а ] с  р(а). 

п-3 п-3
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Продолжая, получим

[ а . . . а р ( а ) а а . . . а . . . а а . . . а ] с  р(а),

п-З п-З п-З
г й

откуда и из (1.3) следует

[ а [ а . . . а  р ( а ) а а . . . а . . . а а . . . а ] а . . . а ] е  [ а р ( а ) а . . . а ] е р ( а ) ,  

п-З п-З п-З п -2  п-2
п̂ 3~~

т.е.

[а  а . . . а р ( а ) а а . . . а . . . а а . . . а а ]  с  р(а),

"п-З* '~п-2 ^ - 2
нейтр.

[<хр(а)а] с  р(а). (1.4)
Из (1.4) следует

[а[ар(а)а]а] с  [ар(а)а],
P (a )  с  [ар(а)а]. (1.5)

Из (1.2) и (1.5) получаем (1.1). Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть < А, [ ] > -  п-арная группа, а е А, рв,а -  конгруэнция груп
пы < А, @  >, определяемая её инвариантной подгруппой < В, @  >, удовле
творяющей условию

[аВсх] = В, (2.1)

где a -  обратная последовательность для а. Тогда рв,а -  конгруэнция
п-арной группы < А, [ ] >.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть (х, у) е рв,а- Тогда

х @  В = у @  В. (2.2)

По предложению 7.4 [4], отображение р : z -> [aza] является автоморфиз
мом группы < А, @  >. Поэтому из (2.2) с учётом (2.1) вытекает

(х @  В)р = (у @  В)р, хр @  Вр = ур @  Вр, хр @  В = /  @ В,
откуда

хрК @  В = уРК @  В

для любого к > 1, т.е.

( ХР \  уРк ) б Рв,а. (2.3)

Если теперь (x¡, y¡) е рв,а (i = 1.......п), то из (2.3) получаем

( ж? * , y f  ) 6 рВ,а , 

откуда и из того, что рв,а -  конгруэнция группы < А, @  > следует

(Xt @ х^  @  ... x¡f @ d , y-, @  у |  @  ... y { f  @ d ) e p B>a, (2.4)

где d -  [ а ... а ]. Применяя к (2.4) теорему Глускина-Хоссу, получаем 

п
([XI ... Хп], [У! ... уп]) е Рв.а- 

Следовательно, рв,а -  конгруэнция на < А, [ )  >. Лемма доказана.
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Для всякой n-арной группы < А, [ ] > и её элемента а обозначим через 

L (А, @ ) множество всех инвариантных подгрупп < В, @  > группы < А, @  >, 
удовлетворяющих условию [аВос] = В, где а  -  обратная последовательность 
для а.

Теорем а. Множество L(A,  @ )  образует подрешётку решётки всех ин
вариантных подгрупп группы < А ,  @ > ,  изоморфную решётке Соп(А) всех 
конгруэнций п-арной группы < А, [ }  >.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  Если < В, @  >, < С, @  > е L (А, @  ), то

[аВа] = В, [аСа] = С. (1)

Так как а е В, а 6 С, то В П С  ф 0 .  Поэтому, согласно лемме 9,10 [1], с учё
том (1), будем иметь

[а (В П С )а ] = [аВ а]П [аС а] = В П С ,
т.е,

< В , @ > П < С , @ > е  L ( A , @ ) .  (2)
Т  ак как

<в, @ > v < c ,  @> = <в, @ > @< с ,  @>,
то, снова применяя (1), получим

[а(В V С)а] = [а(В @  С )а] = [а[ВаС]а) =
= [[аВа]а[аСа]] = [ВаС] = B @ C  = B V C ,

т.е.
< В, @  > V  < С, @  > е L (А, @ ). (3)

Из (2) и (3) следует, что L (А, @ ) подрешётка решётки всех инвариантных 
подгрупп группы < А, @  >.

Согласно лемме 1, отображение f : р ->  < р(а), @  > отображает Соп(А) в 

L (А, @  ). А по лемме 2, f отображает Соп(А) на всё L (А, @  ), Если предполо
жить что f(p) = f ( c ) , то р(а) = ст(а), откуда р = ст. Следовательно, f -  биекция. Так  
как р с  ст тогда и только тогда, когда р(а) с  а(а), то f -  изоморфизм. Теорема  
доказана.
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S U M M A R Y  
It is proved in the paper that the lattice o f all congruences o f n-ary group 

< A , [ ] >  is isomorphic to the lattice o f all normal subgroups < B, @ > o f group
< A, @ > which satisfy the condition [аВа] = В, where a is an inverse sequence fora.

Поступила в редакцию IS. 06.2000

62


