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О предельных циклах одной 
квадратичной системы с алгебраическим 

интегралом четвертого порядка
Рассматривается автономная система диф ф еренциальны х уравнений

с взаимно простыми правыми частями и действительны ми коэф ф ициентами, 
а также алгебраическая функция четвертого порядка

4

где Ffc(x,y) -  однородны е полиномы степени к.
В [1] показано, что данную  ф ункцию некоторыми аф ф инными преобразо­

ваниями можно свести к одному из четырех видов:

Пусть система (1) имеет своим частным интегралом ф ункцию вида 4):

В работах [2 - 4] найдены условия, которым должны удовлетворять 
коэффициенты данной системы, чтобы ф ункция (2) была ее частным инте­
гралом, получено все множество систем вида (1), имеющ их частный интеграл 
(2), проведено полное качественное исследование и доказано отсутствие 
предельных циклов у систем  с нераспадающ имися интегралами .

Рассмотрим системы вида (1), которые имеют распадаю щ иеся алгебраи­
ческие интегралы (2). Такие системы можно разделить на пять групп:

1) системы, у которых интеграл (2) распадается на прямую и кривую 
третьего порядка;

2) системы, у которых интеграл (2) распадается на две  кривые второго 
порядка;

3) системы, у которых интеграл (2) распадается на две  различные прямые 
и кривую второго порядка;

х = сх + hy + а2х2 + 2Ь2ху+ Сгу2, 

ў = ах + by + а ^ 2 + 2 ^ х у  + Сіу2 (1)

F (x ,y )=  X F k (x ,y )= 0 ,
k=0

k=0
3

k=0
3

3) F(x,y) = x3y + jF k ( x , y ) = 0 ,  4) F(x,y) = xy(x + y)2 + £ F k (x ,y )  = 0.
k=0 k=0

F(X,y) = xy(x + У)2 + СНУ3 + p txy2 + Y -|X 2 y  + +
+ Р2У2 + угху + 52х2 + y3y + 63x + 64. (2 )
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4) системы, у которых интеграл (2) распадается на две совпадаю щ ие пря­
мые и кривую второго порядка;

5) системы, у которых интеграл (2) распадается на четы ре прямые. 
Автономны е системы (1), имеющ ие нераспадающ иеся частные интегралы

в виде кривой третьего порядка, рассматривались P.M. Евдокименко [5]. Ею 
было проведено полное качественное исследование таких систем и доказано 
отсутствие у них предельны х циклов.

У систем  групп 3) и 5) также нет предельных циклов, так как они имеют 
своими частными интегралами две различные прямые [6].

К системам  второй группы относится только система

х = -0 ,5 h x  + hy -  ху,

ў = h x -  0.5hy + ху (3)
с частным интегралом вида (2), распадающ имся на две гиперболы:

F(x,y) = [2у(х + у) + 2xh + 4yh + 3h2] [2х(х + у) + 4hx + 2hy + 3h2] = 0.
О чевидно, что  особыми точками данной системы являются точки: 0 (0 ; 0) -

Л, З и З ч 
седло и А( 2  h; ~ 2  ) “  Узел

Рассмотрим системы четвертой группы. Это системы вида
* 2х = - р х  + у + а2х -  ху,
■ о
у = - х  +■ ру -  а2у + ху (4)

с частным интегралом

F(x,y) = [а2(х + у) -  (Р + 1)]2 [ху(а2 + 1) -  (а2 + 1)(х + у) + (1 + (3)] = 0. 
Очевидно, что особыми точками системы (4) являются точки 0 (0 ; 0),

д  , . Р - І У  д  f m + >/m(m -  4а2) m - V m ( m - 4 a 2)
1 a2— 1 1 a2 — 1 ’ 2 2а2(а2 + 1) ’ 2а2(а2 + 1)

д , m - V m ( m - 4 a2) m * ^ / m ( m - 4 a 2)
2а2(а2 + 1 )  ■ 2а2(аг + 1) >'

где m = (р + 1)(а2 + 1). Находим их характеристические числа:

для точки О: А., 2 = ± V P * -  1 ;

для точки А ,: X, 2 = ± .■ а2 - 1  '

для точки  А 2: Я.! У № + 1 ) (а г + 1 )[а г( Р - 3 )  + (3 + Т )Г  
а 2 + 1 '

г
л/(3 + 1)(а2+ 1 )[а 2( р - 3 )  + (р -нТуГ

. . л/(0 + 1 )(а2 + 1 )Га?Ш -  3 )Т (В  + 111для точки А 3 : ^  — Г ~ т і ----—  --------а2 + п 1
У (Р  + 1)(а2+ 1)[а2(Р - 3 )  + (р + 1)1

а2 ■Л-2

Рассмотрим точку О. При |р| > 1 данная точка является седлом; при |р| = 1 
-  сложной особенностью  с -  0; при |р| < 1 -  точкой с чисто мнимыми ха ­
рактеристическими числами, т.е. либо центром, либо фокусом.

Определим характер точки О при |р| < 1 и при |р( = 1.
ГУуетъ \£»\ = V  С  помощью подстановки

42



систему (4 ) приведем к виду:
du
dt = v  +

1 , В( 0 + 1)(а? -  1) ? -2а?0 + (Р + 1)
! - p H v  + 2 uv + а2и ),

dv 1 , а20 2 ,
dt=-u- W (_̂ r V_UV)

Полученная система при |р| < 1 удовлетворяет второму условию центра 
Сибирского [7]. Следовательно, при этом значении параметра р точка О явля­
ется центром для (4).

Пусть |р| = 1. Исследуем систему (4) с помощ ью метода, указанного в [8, 
с. 385-410]. Получим, что при р = 1  точка О является вырожденным 
положением равновесия; при р = -1 , -1  < а2 < 0 -  седлом; при р = -1 , а2 < -1  
или р = -1 , а2 > 0 -  состоянием равновесия с эллиптической областью. При 
Р = -1 , а2 = -  1 или а2 = 0 правые части системы (4) не являются взаимно 
простыми полиномами.

Исследуем характер точки A i. В зависимости от значений параметров а2 и 
р данная точка может быть седлом, ф окусом или центром, сложным 
состоянием равновесия.

Пусть выполняется одно из условий:
8 + 1 В + 11 ) Р < 1 , < а2 < 1; 2) 1 < р < 3,

3) 1 < р < 3, а2 < 1; 4) р > 3, - | з р -  < а2 < 1.

Тогда А , имеет чисто мнимые характеристические числа и может быть 
либо фокусом, либо центром. Проводя исследование аналогичное исследова­
нию характера точки О при |р| = 1 , получим, что при выполнении этих условий 
точка А-| является центром [7].

В + 1При р = 1 и а2 = g _ р точка А , имеет нулевые характеристические числа.

В + 1При этом, если р = 1, то  точка Ат совпадает с точкой 0 (0 ;0 ). Если а2 = ^  ~  р ,

р > -1 , то  точка Ат является состоянием равновесия с эллиптической обла­
В + 1

стью. Если а2 = з Т р  ■ Р < т0 т° чка А 1 является седлом [8]. Если р = -1 ,

а2 = 0, то  правые части системы (4) не являются взаимно простыми 
полиномами.

При всех остальны х значениях а2 и р точка является седлом. 
Рассмотрим точки А 2 и Аз . Данны е точки леж ат в действительной области, 

если параметры а2 и р принимают одно из следую щ их значений:

1) Р < -1 , 32 > 3 ^ .  а2* 0 ;  2) р < —1, а2 < - 1 ;
В + 1

3) -1  < р < 3. -1  < а2 < | 7 7 р , а2 *  0; 4) р > 3, а2 > - 1 ,  а2 * 0 ;

В + 15) Р > 3, а2 < | з р .

При а2 = -1  и а2 = 0, эти точки являются бесконечно удаленными. При
(3 + 1

Р= -1 , точки А2 и Аз совпадаю т с точкой О; при а2 = -  с  точкой A v

43



Отметим, что характеристические числа данны х точек отличаю тся только 
знаками. Следовательно, эти точки имеют один и тот же тип и разный харак­
тер  устойчивости, При этом, если а 2 > 1, то  точка А2 является неустойчивым, а 
точка А 3 -  устойчивым узлом; если 0 < а2 < -1 , то точки А 2 и А3 являются сед ­
лами; если а2 < - 1 ,  то точка А 2 является устойчивым, а точка А3 -  неустой­
чивым узлом. Итак, видим, что у систем (3) и (4) нет особых точек типа 
"фокус", а, следовательно, они не могут иметь предельных циклов [9].

Мы рассмотрели все классы систем (1), имеющ их алгебраические интегра­
лы вида (2), и доказали, что такие системы не могут иметь предельных 
циклов. Поэтому справедлива следующ ая

Теорем а. Если сист ема (1) имеет  частный инт еграл в виде алгебраи­
ческой ф ункции чет верт ого порядка (2), т о т акая сист ема не имеет  пре­
дельных циклов.
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S и  М М A R Y 
The autonom ous system  o f the second order with the square-law  righ t parts,

4
which has the pa rticu la r in tegra l 4)F(x,y) -xy(x  + y)2+ ]T F k (x ,y ) =0, is

k=0
investigated. It is  proved, tha t this system  has no t lim it cycles
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