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доминантных классов Фиттинга

В теории конечных разрешимых групп один из ярких результатов -  теорема 
Гашюца-Фишера-Хартли [1] о том, что для произвольного класса Фиттинга 3  
любая конечная разрешимая группа обладает g -инъекторами и все они по
парно сопряжены. В последующем усилия многих исследователей были на
правлены на поиск характеризаций g -инъекторов (см., например, [2-4]). При 
этом большинство содержательных и глубоких результатов было связано с 
характеризацией нильпотентных инъекторов (N-инъекторов). В частности, 
Арадом и Чиллагом [4] было установлено, что подгруппа V конечной разре
шимой группы G является 91-инъектором каждой собственной подгруппы груп
пы G, содержащей V, тогда и только тогда, когда V 91-инъектор группы G, или 
V максимальная нильпотентная подгруппа группы G. В настоящей работе ука
занный результат распространяется на достаточно широкое семейство клас
сов Фиттинга, в общем случае состоящих не только из нильпотентных групп.

Напомним, что если $  -  класс Фиттинга, то есть класс групп, замкнутый от
носительно нормальных подгрупп и их произведений, то подгруппа V группы G 
называется ^-инъектором, если для любой нормальной подгруппы N группы G 
подгруппа VnN является ^-максимальной подгруппой в N.

Класс Фиттинга f f  называется доминантным [5] в классе &  всех конечных 
групп, если и для каждой конечной группы G любые две ее ^ ‘ Мак
симальные подгруппы, содержащие |$;-радикал Ga группы G, сопряже
ны в G.

Пусть N=Nu{0, со} и neN. Подгруппа Н группы G (обозначается HTnG) назы
вается Tn-вложенной в G [6 ], если ее 91п-корадикал субнормален в G. Пусть Ш -  
класс групп и х = (Н: H inG). Легко видеть, что для п=0,1,оо тп-замкнутые 
классы групп -  это в точности классы Фиттинга, классы Фишера и наследст
венные классы групп соответственно.

В работе рассматриваются только конечные разрешимые группы. Для до
казательства теоремы мы будем использовать известное свойство радикалов, 
которое приведем в качестве леммы.

Лемма 1 [6 ]. Пусть neN. Тогда если Н -  т„-вложенная собственная под
группа группы G, и g  -  класс групп такой, что ^=<N 0, тп>$, то H nG 3c H 3.

Лемма 2 (теорема IX.4.1 [5]). Если g  -  доминантный класс Фиттинга, то 
каждая группа G обладает единственным классом сопряженных Щ-инъвк- 
торов, который совпадает в точности с классом максимальных под
групп группы G, содержащих ее радикал.

Теорема. Пусть neN и ^| - доминантный т^-замкнутый класс Фиттинга и 
G группа с хп-вложенными максимальными подгруппами. Если подгруппа Н
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группы G является Щ-инъектором каждой собственной подгруппы G, со
держащей Н, то Н -  максимальная подгруппа G, или Н является 
Щ-инъектором G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G группа и подгруппа Н является gf-инъе- 
кгором каждой собственной подгруппы G, содержащей Н. Предположим от 
противного, что Н не является максимальной подгруппой в G и, что Н не явля
ется g -инъектором группы G . Следовательно, существует максимальная под
группа М такая, что HcMcG.

Пусть G3 с Н. Тогда ввиду того, что Н -  g -подгруппа, н будет содержаться 
в некоторой ^-максимальной подгруппе R группы G. Но Н по условию являет
ся f f -инъектором в R, и поэтому Н ^-максимальна в R. Следовательно, H=R. 
Итак, Н -  ^-максимальная подгруппа в G, содержащая f f -радикал Gg группы 
G. Но тогда, ввиду доминантности класса Щ, имеем, что Н -  ^-инъектор груп
пы G. Получили противоречие с тем, что Н не является f t -инъектором G.

Предположим, что Н с  HGa. Если HG3 с G, то по условию Н -  f f -инъектор 
HG3, Значит,

G3 с  (HGa)3 с  Н и поэтому HGg = Н.

Последнее противоречит предположению о том, что Н -  собственная под
группа группы HG8.

Таким образом, HGa=G. Теперь, используя тождество Дедекинда, получа
ем равенство

M = H (M n G 3).
Так как М тп-вложена в G и Щ -  тп-замкнутый класс Фиттинга, то по леммеі 

MnGgcMB. Но Н -  g -инъектор М, следовательно, М3сН  и, поэтому, М=Н. По
лучили противоречие с тем, что Н не является максимальной подгруппой в G.

Теорема доказана.
Отображение Р-*{классы Фиттинга}, где Р -  множество всех простых чи

сел, называют функцией Хартли или Н-функцией [7]. Класс Фиттинга £  назы
вается классом Хартли [8], если существует такая Н-функция h, что 
^ = n peph(p)@p@p. Заметим, что ввиду [8], класс ф является доминантным.

Следствие 1. Пусть $  -  наследственный класс Хартли. Если Н -  собст
венная подгруппа группы G и М -  любая собственная подгруппа G, содержа
щая Н, то Н является 0-инъектором М в том и только в том случае, если Н -
максимальная 0-подгруппа G, или Н является $-инъектором G.

Пусть f -  некоторая Н-функция,

л = Supp (f) = {р е IP : f(p) *  0} и 

SLR(f) = П  р е я f(p) в Р'

Класс Фиттинга ^  определим полулокально, если ^  = SLR(f) для некоторой 
Н-функции f.

Напомним, что Н-функцию f называют:
1) полной, если f(p) 9lp = f(p) для всех р е [Р;
2) наследственной, если f(p) -  наследственный класс Фиттинга для всех 

р е Р;
3) постоянной, если f(p) = f(q) для всех простых р, q е Supp (f).
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Можно показать, что если 0  с  л = Supp (f) с  Р и = SLR(f), то является 
доминантным классом Фиттинга для случая, когда Н-функция f постоянна. В 
связи с этим вытекает

Следствие 2. Пусть 0 с я  = Supp (f) с  Р, где f -  постоянная наследствен
ная Н-функция. Тогда если $  = SLR(f) и Н собственная подгруппа группы G, то 
Н является $-инъектором каждой собственной подгруппы G, содержащей Н, в 
точности тогда, когда Н -  максимальная подгруппа G, принадлежащая Щ, или 
Н является £$-инъектором G.

Следствие 3 (З.Теорема С [4]). Пусть G -  группа и Н собственная под
группа G. Тогда Н является нильпотентным инъектором каждой собственной 
подгруппы G, содержащей Н, тогда и только тогда, когда Н -  нильпотентный 
инъектор группы G, или Н -  максимальная нильпотентная подгруппа G.
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S U M M A R Y  
In this paper we give behaviour ft-injectors o f finite soluble groups for some 

dominant Fitting classes. We prove that if  H is a ^ in je c to r o f every proper sub
group o f G containing H then H is either an ftin jec to r o f G or a maximal subgroup 
of G.
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