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О конгруэнциях на полугруппе 
линейных отношений

Автор продолжает изучение линейных отношений [1], то есть полугруппы 
частичных многозначных линейных преобразований векторного пространства 
над телом. В данной работе, используя результаты работ [2, 3], описаны кон­
груэнции на полугруппе линейных отношений.

1. Предварительные сведения. Пусть V -  векторное пространство над 
произвольным телом F. Бинарное отношение а с  V х V между элементами 
множества V называется линейным, если оно является подпространством 
пространства V © V.

Множество LR(V) всех линейных отношений пространства V является, как 
известно. [1], полугруппой относительно операции умножения бинарных 
отношений.

Ранг линейного отношения а е LR(V) определяется формулой
rank а = dim р^а /кег а.

Множество LRr(V) всех линейных отношений а е LR(V) таких, что rank а < г 
образует идеал полугруппы LR(V). %

Описание идеалов и эквивалентностей Грина на LR(V) дано в работе [4]. 
Все остальные необходимые обозначения и определения можно найти в [5]. 

Приведем описание стабильных конгруэнций на полугруппе LR^V), данное
в [3]. Для произвольного подпространства BcV обозначим W B={( х, 0 ) I х g В}. 

Ясно, что для любого а е LR^V) имеем а = WA W g1, где А = р^а, В = рг2а.

Конгруэнцию о на LR^V) назовем стабильной, если для любых W AW ^1, 

WBW 51 е LR^V); a, b е LR(V) из WAW W BWD1 следует a WAW^1 b о 

aWBWD1 Ь.
Пусть су конгруэнция на LR^V). Для любых А и В, удовлетворяющих усло­

вию WA a Wb , существуют такие кардинальные числа V |, что dim A/Af|B< v( и 
dimB/АПБ < V(. Максимальное среди этих кардинальных чисел обозначим v(ct). 
Для любых С и D, удовлетворяющих условию W51 ст W5 1 , существуют такие

кардинальные числа v \ , что dim С/С П D < v j и dim D/С П D < v j . Мини­

мальное среди этих кардинальных чисел обозначим v'(ct).
Пусть v и v’ такие кардинальные числа, что v = 1 или v > Х 0, v -  1 или 

V -  Х 0, если V -  бесконечномерное векторное пространство и v = 1 или v = 
1 + dim V, v -  1 или v'= 1 + dim V, если V -  конечномерное векторное про­
странство. Определим отношение ct(v, v') на полугруппе LR^V) следующим

образом: WAW<51a(v, v') W BW5 1 тогда и только тогда, когда dim A/Af|B< v,

dimB/ATlB< v, dim С/С П D < v \ dim D/C П D < v ’.
Предложение. Отношение a(v, v ’) на полугруппе LR^V) является ста­

бильной конгруэнцией. Любая стабильная конгруэнция на LR,(V) совпадает с 
одним из отношений a(v, v').
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В работе [2] дано описание конгруэнций на полугруппе преобразований
LS(V), т.е. таких линейных отношений а, что pna = V и coker а = 0.

Пусть х -  некоторая конгруэнция на LS(V). Тогда множество всех элемен­
тов полугруппы LS(V), конгруэнтных Wv, образует идеал этой полугруппы и, 
следовательно, совпадает с LSn(V) (LSn(V) = {a I rank а < rj, а е LS(V)}) при 
некотором т]. Далее, кардинальное число г| обозначается через г|(т) и назы­
вается индексом конгруэнции т.

2. Основной результат. Пусть х -  произвольная конгруэнция на полугруп­
пе LS(V) с  LR(V). Будем говорить, что т и стабильная конгруэнция о на LRi(V) 
согласованы, если г|(т) < v(a), л(т) < v'(cr).

Легко можно показать, что если л ("О конечно и г|(т) > 1, то v(o) = 1+ dim V, 
v’(cr) = 1 + dim V в случае конечномерности пространства V и Х „  < v(a), Х 0 < 
v'(cr) в случае бесконечномерного пространства V.

Пусть 5 -  произвольное бинарное отношение на полугруппе S: а 6 b тогда и 
только тогда, когда существуют такие с, d е S, рбг, что а = cpd, b = crd. Обо­
значим через 5 транзитивное замыкание бинарного отношения S .

Основным результатом настоящей работы является следующая
Теорема 1. Пусть а и х -  конгруэнции на полугруппах LRi(V) и LS(V) со­

ответственно. Если о и х согласованы, то ограничение конгруэнции ст U т 
на полугруппе LS(V) совпадает с х , а ее ограничение на полугруппе LR^V) 
совпадает с a . Обратно, пусть р -  произвольная конгруэнция на полугруп­
пе LR(V), тогда ограничение х конгруэнции на полугруппе LS(V) и а на полу­
группе LRi(V) являются согласованными конгруэнциями и р = о U т.

Докажем сначала несколько лемм.
Всюду далее р -  некоторая конгруэнция на LR(V); ps -  ее ограничение на 

полугруппе LS(V): ps = р П (LS(V) х LS(V)) и, следовательно, ps с р; р0 -  огра­
ничение конгруэнции р на полугруппе LR^V): р0 = р П (LRi(V) х LR-i(V)).

Лемма 1. Если а е LR^ips) (V), то a ps Wpria W ^ te rа •
Д о к а з а т е л ь с т в о  осуществляется непосредственной проверкой.
Лемма 2. Пусть apb и rank Ь = 0, тогда rank а < л(рв)
Д о к а з а т е л  ь с т в о  снова осуществляется непосредственной провер­

кой.
Лемма 3. Пусть apb. Если rank b < rj(ps), то rank а < л(рэ)-
Д о к а з а т е л ь с т в о  легко следует из лемм 1 и 2.
Лемма 4. Пусть a, b е LR(V) и rank а < л(Ра)- При этом apb тогда и толь­

ко тогда, когда Wpria W ^1ker а Po Wprib Wc01kerb и rank b < л(рв)

Д о к а з а т е л ь с т в о  следует из лемм 1 и 3.
Лемма 5. Пусть А, В, С, D -  некоторые подпространства пространства 

V и dim А/АЛВ < rj(ps), dim В/АЛВ < ri(ps), dim C/CTID < ri(ps), dim D/CflD < ri(ps). 
Тогда WA W 51 ps W B W 51 .

Д о к а з а т е л  ь с т в о  этой леммы тоже проводится непосредственной 
проверкой.

Лемма 6. Если rank а < л(Рз), то a"psb при любом Ь, удовлетворяющем ус­
ловиям: rank b < tj(ps) и dim pija/prja Г) Pf)b, dim prjb/pija П рг,Ь < ri(ps) (j = 1, 2).

Д о к а з а т е л ь с т в о  следует из лемм 1 и 5.
Следствие. Если р3 -  универсальная конгруэнция на полугруппе LS(V), то 

р -  универсальная конгруэнция на полугруппе LR(V).
Д о к а з а т е л ь с т в о  следует из леммы 6 и r|(ps) > dim V.
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Лемма 7. Пусть р -  конгруэнция на полугруппе LR(V), apb, rank а > ti(ps) и 
множество

Ne = {a e la  е Q, rank е = rank a}, 
где е -  идемпотент полугруппы LS(V), Q -  мультипликативная подгруппа 
центра тела F, является классом конгруэнции ps. Тогда b = аа и aprsb.

Д о к а з а т е л ь с т в о  осуществляется непосредственной проверкой.
Пусть е <= LS(V) -  идемпотент конечного ранга ri(ps); пусть, далее. Ne -  

нормальная подгруппа группы Не, являющаяся классом конгруэнции ps и со­
держащая е.

Лемма 8 . Пусть a, b е LR(V), apb и rank а = ri(ps) конечен. Тогда а, b при­
надлежат одному и тому же ж-классу полугруппы LR(V), т.е. pr,a = prnb. 
pr2a = pr2b, ker a = ker b, coker a = coker b, и apsb, причем, a, b e cNed при не­
которых с, 6 e D^pg).

Д о к а з а т е л ь с т в о  тоже осуществляется непосредственной провер­
кой.

Пусть ps -  конгруэнция бесконечного индекса. Тогда в силу [2] ps опреде­
ляется последовательностью кардинальных чисел

vk < vk.i < ... < Vi < ц! < \i2 < < и* < dim V = цк-и
и каждому D-кпассу DM полугруппы LS(V) ставит в соответствие мультиплика­
тивную подгруппу QH ненулевых элементов центра тела F.

Лемма 9. Пусть ps -  конгруэнция бесконечного индекса а е с  LRtV), 
ц >n(ps), где ці <  \ і  < ці+1 . Тогда класс конгруэнции р, содержащий линейное 
отношение а, состоит из элементов Ь е LR(V), таких, что dim р^а/р^а П 
prjb, dim prjb/prja f |  prjb < V| (j = 1, 2)

upr2anpr2b _ pr2anpr2b
p^anp^b p^anpr-ib 1

где Ьд = |(х,ў) | x e A, у eB, ( x , y )e b j ,  a e QM, с e L R V. (p^c = рг,аП  pnb, pr2c= 

= рг2а П pr2b), кроме того, ap^b.

Д о к а з а т е л ь с т в о  этой леммы осуществляется непосредственной 
проверкой.

Обозначим через v (p 0), v'(po) такие наименьшие кардинальные числа, что 
для подпространства А, В, С, D с  V, удовлетворяющих условию W AW<51po

WbW[51, выполняются неравенства dim А/АЛВ < v(po), dim В/АПВ < v (p 0),

dim C/CRD < v'(po), dim D/CflD < v'(po). Из леммы 5 следует, что r|(ps) < v (p 0), 
ri(ps) < v ’(po), т.е. конгруэнции p0 и ps согласованы.

Лемма 10. Пусть А, В, С, D -  некоторые подпространства пространст­
ва V. Если для них выполняются вышеуказанные неравенства, то конгруэн­
ция ро является стабильной.

Д о к а з а т е л ь с т в о  осуществляется непосредственной проверкой.

Лемма 11. Пусть т -  произвольная конгруэнция на полугруппе LS(V), сг -  
стабильная конгруэнция на полугруппе LR^V), и они согласованы. Тогда 
р = т U or -  конгруэнция на полугруппе LR(V) и выполняются следующие со­
отношения: ps = т, ро = а.

Д о к а з а т е л ь с т в о  осуществляется непосредственной проверкой
Перейдем к непосредственному доказательству теоремы 1.
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Если т и а согласованы, то ограничение конгруэнции т О о н а  полугруппе 
LS(V) совпадает с т, а ее ограничение на LR^V) совпадает с т в силу леммы 11.

Пусть теперь р -  произвольная конгруэнция на полугруппе LR(V), ps = р П 
(LS(V) х LS(V)), ро = р П (LR-i(V) х L R ^ ) ) ,  apb. Если rank а < т\(р8), то на осно­

вании леммы 1 имеем ap"s Wpria W<r01kera. Wpr,b ^coVerbPsb, а на основании

леммы 4 получим Wpria W ^1kera Ро Wprib W^Verb • Следовательно apsUp0b.

Если rank a > ri(ps) и r\(ps) конечное число, то из лемм 7, 8 и [2] получим 
affsb и'рз с  psUpo- Если же rank а = ц, ц > rj(ps) ^ X , ,  то из леммы 11 имеем 
apsb

Ранее было отмечено, что конгруэнции р0 и ps согласованы.
Теорема доказана.
Пусть п -  натуральное число; v, v' -  кардинальные числа, равные 1 (при 

п=1) или превосходящие Х „  при любом п, Ой (п + 1 < ц < dim V) -  подгруппы 
мультипликативной группы центра тела F, удовлетворяющие условию 
при ц < .̂ Пусть, далее, е -  идемпотент некоторого ./^-класса Не с  Dn, Ne-  нор­
мальный делитель группы N01 такой, что Qn+1e с  Не . Определим отношение 5i 
на полугруппе LR(V) следующим образом: а5чb тогда и только тогда, когда 

a, b e  LRn(V) и dim р^а/рпа П pnb < v, dim pnb/pna П pnb < v, 
dim pr2a/pr2a П pr2b < v', dim pr2b/pr2a f|  pr2b < v 1, 

a, b e Dn и существуют такие c , d e  Dn, что a, b e с Ned или
a, b 6 (p. > n) и b= aa при некотором a e .

Пусть k -  натуральное число; vb w (1 = 1, 2..... k), v, v' -  кардинальные чис­
ла, удовлетворяющие условиям:

1) vk < vM < < Vi < m < ц2 < ■■■ < Цк ^  dim V =  цк+1;
2) все V| и ці бесконечны за исключением, быть может, vk , если vk ко­

нечно, то vk = 0 ;
3) щ < v, щ < v'.
Пусть далее QM (ц, < ц < dim V) -  мультипликативные подгруппы центра 

тела F такие, что с  Qi  при % < ц. Определим отношение 52 на полугруппе 
LR(V): аб2Ь тогда и только тогда, когда а , Ь е  L R ^  и dim р^а/р^а П prib < v,

dim рГіЬ/р^а П pnb < v, dim рг2а/рг2а П pr2b < vr, dim pr2b / рг2а П pr2b < v', или
a, b e (ці < ц < ці+1),

p^an.prjb _ pr2anpr2b 
^р^апрг^Ь = a a prianpr-|b + c

при некоторых a e Qu , с e LR V1 (рг-|С = рГ|Э f l prib, рг2с = рг2а f| pr2b) и

dim щ а!щ а  П prjb < vf, dim pvplpT^a П prjb < v, (j = 1, 2).

Теорема 2. Отношения 5i и 52 являются конгруэнциями на полугруппе 
LR(V). Всякая конгруэнция на полугруппе LR(V) совпадает с одним из отно­
шений типа S, или 52 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что 5̂  является конгруэнцией. Опреде­
лим конгруэнцию конечного индекса т на полугруппе LS(V) следующим обра­
зом: атЬ тогда и только тогда, когда

a , b e  LRn(V) или
a, b е Dn и существуют такие с1( di е Dni что 
a, b e  CiNed! или
а, Ь е Оц (ц > п) и b = аа при некотором а е Q^.
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Пусть а -  конгруэнция на полугруппе LRi(V) такая, что а -  стабильная и 
ct=ct(v, v'). Покажем, что 6ч = Т Ц а ,  т.е, 5ч -  конгруэнция. Обозначим р = т и  а. 
Пусть apb и rank a < т|(т). В силу леммы 11 имеем г|(т) = r|(ps)- Тогда из леммы
4 получим apb тогда и только тогда, когда WpriaW ^1ker а р0 W p^W C01ker ь и

rank b < T)(ps). Но р0 = а . Следовательно, v(p0) = v, v'(p0) = v'; если a < то
apb тогда и только тогда, когда

dim р г^ /р ^а  П рГчЬ < v, dim pr-ib/p^a П prib < v,
dim pr2a/pr2a П pr2b < v , dim рг2Ь/рг2а П pr2b < v', rank b < г)(т).
Т.е. при условии, что rank а < г|(х), имеем apb, тогда и топько тогда, когда 

абчЬ.
Пусть теперь rank а = л(т) и apb. Тогда a, b е Dn и a, b е cNed при некото­

рых с, d е Dn. В силу определения 5ч имеем абчЬ.
Если rank а > ri(ps) и apb, то, используя лемму 8 и определения р и 5ь  по­

лучим абчЬ. Мы доказали, что 5ч = р, т.е. 5ч -  конгруэнция.
Покажем теперь, что отношение 62 является конгруэнцией. В качестве тч 

возьмем следующую конгруэнцию на полугруппе LS(V): а тч b тогда и только 
тогда, когда a, b е L R ^  , или ,

а, е D(l (|4 < р <Ц]+ч) и Ь = аа + с при некоторых а е Оц , 
c e L R v.(V).

Конгруэнция стч на LR^V) определяется так, что сгч -  стабильная и 
сгч=оч(уУ). Обозначим конгруэнцию тч U ач через рп . В силу леммы 4 и тео­
ремы 1, если rank a = гі(ті), то арчЬ тогда и только тогда, когда а52Ь. В силу 
леммы, если а > п(т1), то арчЬ тогда и только тогда, когда аб2Ь. Значит, рч = 52 и 
52 является конгруэнцией на LR(V). Из [2] и теоремы 1 из т U а = 5ч , тч U ач= 62 
получаем, что всякая конгруэнция LR(V) совпадаете одним из отношений типа 
5ч или 52 . Теорема доказана.
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S  и  М М A  R Y  
Using the description (classification) o f congruences on a semigroup o f linear 

relations o f the rank equal to zero and the description (classification) o f congru­
ences on the field, the work gives the description of congruences on the semigroup 
of all the linca relations.
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