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О разрешимости конечных групп 
с перестановочными подгруппами Шмидта 

четного порядка
Рассматриваются только конечные группы. Все определения и обозначения 

стандартны, их можно найти в [1, 2]. Группой Шмидта называют ненильпотентную 
группу, все собственные подгруппы которой нильпотентны. Начало изучению таких 
групп положила работа О.Ю. Шмидта [3]. Возможности больших приложений групп 
Шмидта к исследованию групп впервые заметил С.А. Чунихин еще в 1929 гаду [4], 
обратив внимание на то, что строение группы тесно связано с наличием у нее того 
или иного множества подгрупп Шмидта. Им было также установлено, что каждая не 
р-нильпотентная группа содержит p -замкнутую рс/-подгруппу Шмидта. Вопросам су
ществования 2-нильпотентных подгрупп Шмидта четного порядка посвящены рабо
ты Я.Г. Берковича [5] и B.C. Монахова [6]. В частности, B.C. Монахов доказал, что в 
любой группе, за исключением разрешимых групп 2-длины не более 2, существует 
недополняемая 2-нильпотентная 2с£-подгруппа Шмидта четного индекса. Я.Г. Берко
вич и Э.М. Пальчик [7] исследовали группы, у которых подгруппы Шмидта переста
новочны с некоторыми другими подгруппами.

В настоящей заметке устанавливается разрешимость групп с 2-замкнутыми и 
2-нильпсггентными подгруппами Шмидта, обладающими определенными свойствами

Напомним необходимые определения и обозначения. Группа с нормальной си- 
ловской 2-подгруппой называется 2-замкнутой. Если в группе имеется дополнение 
к силовской 2-подгруппе и это дополнение является нормальной подгруппой, то 
группа называется 2-нильпотентной. pd-rpynna -  это группа, порядок которой де
лится на простое число р. Группа, порядок которой делится только на простые 
числа р и q, называется {р, д}-группой. Говорят, что подгруппы А и В перестано
вочны, если АВ = В А, те. множество всех элементов х = аЬ, где а е А, Ь е В обра
зует подгруппу. Пусть Н -  подфуппа группы G Через HG обозначим нормальную 
оболочку подгруппы Н, т е. подгруппу, порожденную всеми сопряженными с Н
подгруппами группы G. Таким образом, H G =< Н 9 \д е G > .

Следуя [6], группу Шмидта с нормальной силовской р-подгруппой и не
нормальной циклической силовской g-подгруппой будем называть

S<p q> -группой. Для S<p q> -группы будем использовать запись [P]Q,  где

Р -  нормальная силовская р-подгруппа, a Q -  циклическая ненормальная си- 
ловская д-подгруппа.

Лемма 1 (лемма 1.5 [6]). Если в группе G нет p-замкнутых подгрупп 
Шмидта, то G р-нильпотентна.

Лемма 2 (следствие 3.1.1 [6]). Любая группа либо 2-замкнута, либо в ней 
существует 2-нильпотентная 2с1-подгруппа Шмидта.

Лемма 3 (следствие 3.2.2 [6]). В любой группе, за исключением разреши
мых групп 2-длины < 2, существует недополняемая 2-нильпотентная 
2d-nodzpynna Шмидта четного индекса.

Лемма 4 (лемма 1.8 [6]). Если К  и D  -  подгруппы группы G, подгруппа D 
нормальна в К  и К/D  -  S<p q>-подгруппа, то минимальное добавление L

к подгруппе D в К  обладает следующими свойствами:
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(1) L -  р-замкнутая {p, q}-nodapynna;
(2) все собственные нормальные подгруппы в L нильпотентны;
(3) L содержит S<p q> -подгруппу [P]Q такую, что Q не содержится в D

и L = ( [P ]Q )L
Лемма 5 (предложение 1 [5]). Неразрешимая группа G содержит  

S<pд> -подгруппу Н для некоторого р е n(G) такую, что Н не содержится в

разрешимом радикале группы G и из условия G -  Н К  для некоторой под
группы К  группы G следует, что G = К.

Лемма 6 (лемма VI.4.10 [2]). Пусть А и В -  подгруппы группы G и G *А В .

Если А В Х = В х А для всех х е G, то либо А *  G , либо В °  # G .
Лемма 7 ([8]). Подгруппа группы G, перестановочная с несколькими под

группами А] ,А 2,...,А к из G, перестановочна с их порождением

< Af .A j,---, А^ > .
Лемма 8 (лемма 4 [9]). Пусть А и В -  подгруппы Шмидта простой груп

пы G. Если G = АВ, то G = PSL(2,5) или P S L (2,11].
Теорема 1. Пусть в группе G каждая 2-замкнутая подгруппа Шмидта 

четного порядка перестановочна с каждой 2-нильпотентной подгруппой 
Шмидта четного порядка. Тогда группа G разрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что группа G неразрешима. Ясно, 
что условия теоремы наследуются всеми подгруппами группы G. Проверим, 
что это верно и для факторгрупп. Пусть К  < G  , а А / К  -  2-замкнутая, В / К  -  
2-нильпотентная подгруппа Шмидта четного порядка. Пусть А} -  минималь
ное добавление к подгруппе К  в группе Д а в ,  • минимальное добавление к 
подгруппе К  в группе В. По лемме 4 подгруппы А, и Б[ содержат подгруппы

Шмидта С и D, для которых Av I = В { . По условию, подгруппы С * и 

Dy перестановочны для любых х и у  из G. Тогда С* по лемме 7 перестано

вочна с D B =В; для всех х из G. Теперь, В] перестановочна с Aj . Так как 
А = АХК  , В = SjK , то А и В перестановочны. Таким образом, подгруппы А /  К  

и В / К  перестановочны, т е. условия теоремы наследуются факторгруппами.
Предположим, что группа G не простая. Пусть N -  собственная неединичная 

нормальная подгруппа группы G. По индукции подгруппа N  и факторгруппа G/N 
разрешимы, следовательно разрешима и группа G. Противоречие. Значит, группа 
G простая. Если в группе G нет 2-замкнутых подгрупп Шмидта четного порядка, то 
по лемме 1 группа G 2-нильпотентна, а значит разрешима. Если в группе G нет 
2-нильпотентных подгрупп Шмидта четного порядка, то по лемме 3 группа G раз
решима. Значит, мы должны рассмотреть случай, когда в группе G имеются 
2-замкнутые и 2-нильпотентные подгруппы Шмидта четного порядка.

Пусть А -  2-замкнутая подгруппа Шмидта четного порядка, а В -  2-ниль- 
потентная подгруппа Шмидта четного порядка. Предположим, что АВ /  G . Так как

АВХ = В* А для всех х е G, то группа G по лемме 6 непроста. Противоречие. Зна
чит, АВ = G для любой 2-замкнутой подгруппы Шмидта А и любой 2-нильпотентной 
подгруппы Шмидта В группы G. Тогда выполняются условия леммы 8 и группа 
G = PSL ( 2, 5) либо G s P S L (2,1 \ )  . Но в группе G = PSL (2,5)  имеются подгруппы 
Шмидта А = А4 и В = S3 , причем АВ * G  , В группе G s P S L (2,11J имеются под
группы Шмидта А = А4 и B = [ Z s] Z 2 , причем АВ *  G . Получили противоречие. 
Значит, группа G разрешима. Теорема доказана.
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Подгруппа А группы G называется полу нормальной, если существует под
группа В такая, что G = АВ и для каждой подгруппы Bj из В произведение 
АВХ является подгруппой группы G.

Теорема 2. Если в группе G все 2-нильпотентные подгруппы Шмидта 
четного порядка полунормальны, то G разрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о  индукцией по порядку группы G. Предположим, 
что группа G неразрешима. Тогда по лемме 5 в группе G существует 
2-нильпотентная подгруппа Шмидта четного порядка Н не добавляемая в G. 
По условию, подгруппа Н полунормальна в группе G, поэтому Н перестано
вочна со всеми подгруппами группы G.

Пусть х -  произвольный элемент группы G. Так как ННХ *  G и ННд = Н дН для 

всех д е G, то HG *  Q по лемме 6. Кроме того, все 2-нильпотентные подгруппы 

Шмидта, содержащиеся в подгруппе HG , полунормальны в ней. Значит, для под
группы HG выполняются условия теоремы, и по индукции HG разрешима.

Обозначим через D = произведение нормальных оболочек всех
2-нильпотентных подгрупп Шмидта группы G. Ясно, что D -  нормальная раз
решимая подгруппа группы G. Рассмотрим факторгруппу G/D. Предположим, 
что она содержит 2-нильпотентную подгруппу Шмидта КЮ. Тогда по лемме 4 
в минимальном добавлении L к подгруппе D в группе К  существует
2-нильпотентная подгруппа Шмидта [P ]Q  такая, что ([P ]Q )L = L и [P ]Q  не
содержится в D. Получили противоречие. Значит, в G/D нет 2-нильпотентных 
подгрупп Шмидта. Теперь по лемме 2 факторгруппа G/D 2-замкнута, значит 
G разрешима. Теорема доказана.

Замечание. В теореме 2 условие 2-нильпотентности нельзя заменить условием 
2-замкнутости. Так, в группе PSL(2,5) все 2-замкнутые подгруппы Шмидта четного 
порядка изоморфны знакопеременной группе >А4 . Они имеют индекс 5, поэтому 
полунормальны в PSL(2,5) . Но группа PSL(2,5) не является разрешимой.
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S U M M A R Y  
Solvability of finite groups with 2-closed and 2-nilpotent Schmidt's subgroups, 

which possess the certain properties, is established.
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