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Об угловой неправильности систем 
с функционально-коммутативными 

матрицами коэффициентов
Рассматриваем линейные системы

х =  А ( t)х, х eRn, t20, ( 1 )
с кусочно-непрерывными, ограниченными на промежутке [0, + <х) матрицами 
A(t) (A(t) g(?''/п.*ос))- Будем обозначать через À\f\ -  показатель Ляпунова 
[1, 2] кусочно-непрерывной на [О, + х) вектор-функции или матрицы f(t), ЫА) -  
коэффициент неправильности Д.М. Гробмана [2, с. 44; 3], Л(А) eRn -  вектор 
характеристических показателей Á¡(A) <  Л2(А) < . .<  Л„(А) нормальной 
[1, с. 34] упорядоченной системы решений Х(() -  [л¡(t). x?(t).... xn(t)\ линей­
ной системы (1) с показателями Лк= Л^А) = Л[х>], к = ¡....п. ее столбцов, 

л
ai(t) е ( 0 ~ ]  угол между вектором xk(t) и линейным пространством остальных

/
п-1 векторов Xi(î)eX(t). Величину O0~cr0(Aj = max \À [ ' ]¡, следуя [4j,

к CZk(■)

будем называть угловой неправильностью системы (1).
Совместно с системой (1) рассматриваем возмущенную систему

i- = A(t)y + Q (t)y ,ye Rn, Q(U е-С'д,, * 1>0, (2)

Известно [3], что A(A~Q) = Л(А) для всякой Q(t) еО1д + ^ . удовлетво­
ряющей условию A./QJ < -а(А). В работе [4] показано, что совокупности Л(А) 
и Л(А+0) характеристических показателей систем (1) и (2) совпадают при выпол­
нении более слабого условия, а именно, в случае, если Л[0] < ~о(А) <  —o¡/A).

Рассмотрим частный случай системы (1), когда матрица A(t) функцио­
нально-коммутативная, т.е. для всех t¡,t2 е[0, + ос) удовлетворяет условию 
A(t;) A(t?) -  A(t¿) A(t¡). Возникает задача нахождения угловой неправильно­
сти таких систем и выяснения вопроса, может ли угловая неправильность у 
таких систем быть положительной?

Справедлива следующая
Теорема. Для систем с функционально-коммутативными матрицами 

коэффициентов сго(А) =  0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Известно [5], что систему (1) с помощью постоян­
ного преобразования всегда можно привести к блочно-треугольному виду, 
причем диагональные элементы, принадлежащие одному и тому же блоку, 
будут между собой совпадать. Не ограничивая общности, будем считать сис­
тему (1) блочно-треугольной. Нормальная фундаментальная матрица такой

системы может сыть записана в виде Х(1) - схр( | А( т)с1т). элементы этой
Л О

матрицы будем обозначать через 4 = 1 .... п.
Вначале рассмотрим случай, когда матрица А(г) состоит из одного блока, 

тогда х,/!) = 0  при />/', и хи(г) ^ х п(1) для любых /,/ = Обозначим че­
рез Д/и  угол между вектором хк̂ ) и подпространством векторов Х]^), 
Х}(1).... Х1..](1), (к = 2.3....п), через левую верхнюю треугольную матри­
цу размерности кхк, полученную из матрицы Х(() вычеркиванием последних 
и-к столбцов и строк. С помощью известной формулы вычисления определи­
телей (см., например, п.5 [б]), получаем

к к
I с1е:Хк(и I = ] ” [  ¡л'у (п|1 ]""[ йш /3 ( г ) .

I ' 2
Учитывая структуру матрицы Х(!), получаем

detXkít) I = П А('> и |л',|| = Ы , тогда sniyi6t(t) = ]рт7 , i=2,3,...,k. (3)Р'П
Найдем ъ т а ^ ) .  Для этого рассмотрим матрицу Х П ) , полученную из мат­

рицы Х(1) перестановкой столбцов таким образом что х ¡(0 = х,(1) при

г < к-], х ¡(0 - Х/ш +-!(() при г = к,...,п-1, х „(1) -  хь(1). к=2.... п-1. Учитывая
что при перестановке столбцов определитель не изменится, имеем

п

\dciXit) = delX(t) \ -  П !  х,;(0\ =
/1 _ к -I п

= П | М Г>| Г [ 8 т г г(г> 5 т« ^ /Л
\ " 2. к-г1

где у(1) — угол между решением х,^) и пространством решений л//7у, х?(’; ....
Хк-:(Ц , Хк- х , - ; ( 0 ,  ¿=к+]....,п. Тогда

к-\

I
После сокращения получаем

чП «П Л  (0  sinOk(t),.
к - 1

II п и
Г К < ; > = П | к ( , )1 !П  sin y¡(t)  s inakft) (4)

A-+1

Очевидно, что sinj3¡(t) < sin y,(t) < sin(x¡(t), x¡(t)), i = k+7, k+2,...,n 
Поскольку

? . 2 2  1/2 
. . (  (x¡; x,) V й ((x‘)  ~ - + { x2¡) )



llJt,-!
Из (4) получаем'

< sin yx(t) < (5)

11
П I Xjf(t)\

sin ak(t) = — ------- :------ñ

П \\Xj(l)W П sin
(6)

k+1
Учитывал (5), имеем

П I X j¡ ( t ) \ П Ц  
к k+1

/(t/li

П П
к ]=к+1 ¡=2

После сокращения получаем
П

П I х М

п п

Y í\x ¡ j( t) \  П \\x¡(t)\\ 
к к+1

П ib r / í j  П ' x 4(t)\ 
j=k+1

м .< sin ak(t) < у — . к *  ].
2 1/2

\\Хк(0\\ О  ( Х ЛУ )  
к ¡=2

Рассмотрим отдельно случай к = 1. Обозначим через ^/¿7 -  угол между
вектором х,(Т) и подпространством векторов х 2( 0 .... */-/#)• Тогда

к к к
det X(t) i = Пл><'> =ПМ1П sin /? ,(/) sin¿ar»<7>.

Для sin <p¡(t) получаем следующие оценки ^

. , , , ,  ' * ,,i . . ( М  11 - d !  - {х!2хц + х22х2)  )
sin¡3j(i) ~ tt-jT ^ sm<p¡(t) < sm(x2,x.) = —— — ------------------------------------

Üx-il \\x2W (7)

Так как

П  I Xjj(t)\

sin a j(t)  = — ------- 2----- ñ---------------

П \\Xj(t)II П sin <Pj(t)

то учитывая оценки (7), имеем
П
П Ix}j(t)\ П \\xj(t)\\\\x2(í)\\

sin a ¡ ( t )<  —

n- 3

О I Xj(t)\ П (M ¡I -{XjjXi,  + X22X21) )
2 1/2

(8)

1 .
Найдем угловую неправильность cfy.

1 1
crG=a 0(A)= шах {Л Г —  ]} < шах [------- —  ]}.

к a k(ij к sin a k(t)

k
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1—2 ./
Учитывая структуру матрицы Х(>), получаем —— —т< А4 / . следователь­

' : -\/.М
. 1 .

но. х [—--------- ] < 0 , К ^  V Аналогично воспользовавшись оценкой (6), /
бш а>(1)

[----------- ] = 0, Отсюда следует, что сто(А) - 0  и теорема для случая одного
$т.а}(1)

блока доказана
Рассмотрим общий случай матрицы А (г). Предположим, что матрица А(1)

т

состоит из т  блоков размерности п, каждый, причем ^  п, = и. Обозначим
1=1

n¡ =¡p, Найдем sin « i / / /  где k ^ l , ! ¡+ l ....Поскольку X(t) -
¡-1
блочно-диагональная матрица, причем каждый диагональный блок является 
треугольным, то рассуждая аналогично предыдущему случаю, получим, что
sin¡3K(t), k - 2  3.....п, вычисляется по формуле (3). Тогда для нахождения
sina¡¡(t) справедлива формула (6) Воспользуемся тем. что

siпД(1) < sin }'i(t) < sin(xi+ift), x.ftj), если /,-< i <l,—l. j- l ,2 . . . . ,m .
Тогда ^

-v,, (\h ■ . .  +- + ( )' "
" .r  .; < sin v¡(t) s ----- 1--------- ;— :—  ----------

iaf
и оценка для s ina ^tj приобретает вид

ПII X jj ( t ) ,
----------- ----------------------< sin OCk(t) < . k¿i , I ¡ - J  lm-¿ + i  ■

n J M
\ X k(t)\\ П ( X Х ц 2) Л 

k Nf l
Рассуждая аналогично как для случая одного блока, получаем

Л [—  ------ ] = О, М , 1 , + 1  lrr- Г  I.
sin ak(t)

Если k = 1, l ] - l .....lm-J, то для sinak(t) получаем оценки, аналогичные
оценкам (8). с тем изменением, что вместо sinf.v.w j будем рассматривать 
smfxp.xíj , гдеp ~ 2 ,l

Следствие. Совокупности характеристических показателей систем (1) 
и (2) совпадают при выполнении условия A[Q] < -о(А).

Д о к а з а т е л ь с т в о  следует из работы [4] и доказанной теоремы.
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S U M M A R Y  
In this article a linear perturbed system of ordinary differentia! equations with 

functionally commutative m atrix is considered. It is shown that the corner irregular­
ity of such systems is equal to zero.
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