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О р-сверхразрешимости конечных групп
Все рассматриваемые нами в данной работе группы конечны. Напомним 

что группа называется сверхраэрешимой. если она обладает нормальным 
рядом с циклическими факторами. Согласно Хупперту [1] группа сверхразре- 
шима тогда и только тогда когда индексы ее максимальных подгрупп являют­
ся простыми числами Этот красивый и весьма нетривиальный результат по­
ложил начало большому числу исследований, связанных с нахождением кри­
териев сверхразрешимости группы [2] и изучением различных обобщений 
сверхразрешимых групп Одним из таких обобщений является понятие 
р'сверхразрешимой группы

Напомним, что группа называется р-сверхразрешимой (р -  простое число), если 
каждый ее главный фактор является либо р'  -группой, либо циклической группой.

В данной работе мы будем иметь дело со специальным типом сверхраз- 
решимых групп -  со строго р-замкнутыми группами. Напомним это определе­
ние Группа й  называется строго р-замкнутой, если силовская р-подгруппа 
в р этой группы нормальна в ней, а факторгруппа С / С р является абелевой

группой экспоненты, делящей р -1  [2, с 5]. Напомним также, что для каждого

натурального числа п символом Л(п) обозначается класс всех тех абелевых 
групп, экспоненты которых делят п [3]. Остальные используемые определе­
ния и обозначения стандартны и соответствуют принятым в [4].

Нам потребуется следующая лемма доказательство которой осуществ­
ляется простой проверкой

Лемма. Подгруппа и факторгруппа строго р-замкнутой группы являют­
ся строго р-замкнутыми.
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Теорема 1, Пусть G -  р-разрешимая группа, где р ? 2, и N -  нормальная
в G подгруппа, такая, что G /N  -  р-сверхразрешимая факторгруппа. 
Предположим, что для любой нециклической р-подгруппы А из N все ее ми­
нимальные подгруппы пронормапьны в G. Тогда G -  р-сверхразрешимая
группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусть А  -  некоторая нециклическая р-подгруппа 
группы N. Покажем сначала, что факторгруппа NG( A ) / C G( A ) строго 
p-замкнута, Пусть х -  элемент из группы А порядка р. Подгруппа < х >  суб­
нормальна в H -  Ng (A)  . По условию подгруппа < х > пронормальна в группе 
G, а значит, и в группе N q( A)  . По лемме 1.6.3 [4] из субнормальности и про­
нормальности подгруппы < х > в группе /-/следует, что < х > нормальна в Н. 
Так как D.] (A)charA.  и так как группа А нормальна в группе Н , то группа

ü i ( A )  нормальна в Н. Поэтому и группа CH(Q\(A))  нормальна в Н. Очевид­
но, что

С = С6 ( А ) < С Н (П, (А) ) .

Покажем, что факторгруппа C ^ f Q ^ A ) ) / С является р-подгруппой группы

Н / С .
Предположим противное т е. допустим, что порядок некоторого неединич­

ного элемента gC e C H( Q i ( A ) ) / С является р' -числом. Группа < д С >  дей­
ствует сопряжениями на А, причем действие группы < д С >  на Q\ (A)  триви­

ально. Значит, ввиду теоремы 5.2.4 [5] группа < дС > действует тривиально и 

на А, т е. имеет место дС = С , что противоречит выбору элемента дС. Поэтому 

CH( Q{( A ) ) / С является р-группой Так как ix! = p , то по теореме 1.14 [2] 

факторгруппа NH(< х > ) /  Сн (< х >) является абелевой группой экспоненты,
делящей р - 1.

Значит,
( C\n h (< х >))'( Г)СЧ(< х >)) е Л(р -  I).

x ç C l i ( A )  ХеГh  ( А )

Любая подгруппа последней факторгруппы является абелевой группой 
экспоненты, делящей р -  1 Поскольку очевидно, что

Сн (0 .,(А )) = Г\СН( < А > ) * Н <  f ) N H(< х >),
x e Q i  ( A )  Xf iOj  ( А )

ТО

Н /  [ ) С Н(< х > ) ~  H /  CH(Qi (A) )  е Д (р -1 ) .
x e i i i ( A )

Но так как
Н /  СН(П ,(А ))  £ (Н  / С ) / ( С Н (П , ( А ) ) /  С), 

то факторгруппа Н / С  строго р-замкнута.
Докажем теперь, что группа G  является р-сверхразрешимой. Предполо­

жим, что теорема не верна, т.е. существуют не р-сверхразрешимые группы, 
удовлетворяющие условию теоремы. Выберем среди таких групп группу G, 
имеющую наименьший порядок. Пусть К  -  минимальная нормальная под­
группа группы G, содержащаяся в N. Поскольку по условию группа G является 
р-разрешимой, то К  -  либо элементарная абелева р-группа, либо р'-группа.

Обозначим G = G /  К, N = N /  К  .
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Если К -  элементарная абелева р-группа, то для каждой нециклической 
р-подгруппы А = А / К  из N подгруппа А является нециклической 
р-подгруппой в Л/, и поэтому факторгруппа Мс ( А) / Сс (А)  является строго 
р-замкнутой по доказанному выше. Ввиду леммы факторгруппа 
( М с ( А ) / К ) / ( С д ( А ) К / К )  строго р-замкнута. Из того, что

NG( A ) / K = N G / к ( A / K )  и Св / к ( А / К ) > С в ( А ) К / К

следует, что факторгруппа Л/д( А ) / С в ( А)  строго р-замкнута.

Если К -  р'  -группа, то для каждой нециклической р-подгруппы А = Н  /  К

из группы N имеет место Н -  А К , где А -  нециклическая силовская 
р-подгруппа из Н. Так как факторгруппа NG( A ) / Сс (А)  строго р-замкнута, то и

Л/е (А)К / Св (А)К = Мс (А)/Св (А)(Мв (А)Г)К) = Ыс (А)/Сс (А)Ык (А) г  

£ (ЫС(А) / Сс (А)) /(Сс (А)Мк (А)/ Сд(А)) 

также строго р-замкнута Очевидно, что
С ё (А )> С 6 (А)К/К.

Согласно теореме 3 16 [6]
М ^ ( А )  = МС( А ) К / К .

Значит, и факторгруппа М д ( А ) / С с ( А)  строго р-замкнута.

Так как ¡в < ф , то ввиду выбора группы в  факторгруппа Э /  К

р-сверхразрешима. Если К - р '  -группа, то в  р-сверхразрешима. Противоре­
чие. Значит, К  -  элементарная абелева р-группа. По доказанному выше ф ак­
торгруппа С / С с ( К )  является строго р-замкнутой.

Так как по лемме 3.9 [7] факторгруппа в / С в (К)  не содержит неединич­

ных р-подгрупп, то а С в ( К ) е  Л (р -  1).

Ввиду теоремы 1.1.4 [2] \К\ = р.  Отсюда следует, что группа в  является
р-сверхразрешимой. Вновь полученное противоречие завершает доказатель­
ство теоремы.

Аналогично можно доказать и следующую теорему, однако мы дадим дру­
гое ее доказательство, апеллирующее к теории критических групп

Теорема 2. Пусть С -  разрешимая группа, N -  нормальная в в  подгруп­
па, такая, что С /  N -  2-нильпотентная факторгруппа. Предположим, что 
для любой нециклической 2-подгруппы А из N выполняется одно из следую­
щих двух условий:

1) А -  абелева группа и все ее минимальные подгруппы пронормальны в б;
2) А -  неабелева группа и все ее минимальные подгруппы и подгруппы  

порядка 4 пронормальны в О.
Тогда в  -  2-нильпотентная группа.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим., что теорема не верна, т.е. существуют 

не 2-нильпотентные группы, удовлетворяющие условию теоремы Выберем 
среди таких групп группу й,  имеющую наименьший порядок. Пусть Н -  произ­
вольная собственная подгруппа группы в  Ввиду разрешимости в  ее под­
группа Н также разрешима. Так как подгруппа N нормальна в в , то и группа 
Ы[)Н нормальна в Н. Подгруппа 2-нильпотентной группы является 
2-нильпотентной, поэтому факторгруппа Н / ( М П Н ) £ Н М / N  2-нильпотентна.
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Пусть А -  любая нециклическая 2-подгруппа из группы Л /П Н . Тогда по 
предположению, что условия теоремы выполняются для группы в, и ввиду 
того, что подгруппа пронормальная в группе, пронормальна и в любой ее 
подгруппе, следует, что группа А удовлетворяет одному из следующих двух 
условий:

1) А -  абелева группа и все ее минимальные подгруппы пронормальны в Н\
2) А -  неабелева группа и все ее минимальные подгруппы и подгруппы 

порядка 4 пронормальны з Н.
Так как группа Н удовлетворяет условиям теоремы и |Н < |С?|, то ввиду вы­

бора группы С подгруппа Н является 2-нильпотентной. Итак, 6' -  минималь­
ная не 2-нильпотентная группа. По теореме IV.5 4 [8] следует, что С -  группа 
Шмидта, те . минимальная ненильпотентная группа Для группы Шмидта б 
справедливы следующие утверждения \1\.

1) С -  разрешимая бипримарная группа;
2) <3̂ '' является силовской д-подгруппой в в, д -  простое число;
3) 0>уЧФ(&м ) -  главный фактор группы в;
4) если 0'м абелева, то Ф (СУ') = 1:
5) если неабелева, то ее центр, коммутант и подгруппа Фраттини сов­

падают и имеют экспоненту р;
6) если р = 2 , то экспонента & "  не превышает 4.
Уточним строение группы в. Если порядок группы С не делится на 2, то в  явля­

ется 2-нильпотентной группой, что противоречит предыдущему. Значит, 2 делит по­
рядок группы С, т е тт(С) = {2, р}  . Если силовская р-подгруппа нормальна в

группе в, то С является 2-нильпотентной группой, что невозможно. Значит, силов­
ская 2-подгруппа в 2 нормальна в С Таким образом С -  [ й 2 ] С р .

Из того, что группа С /  N 2-нильпотентна, следует, что факторгруппа NGp /  N 

нормальна в группе С /  Л/ Кроме того ясно, что МС2 /  Л/ нормальна в группе 

в  /  N . Итак, в  /  N является нильпотентной фуппой. Тогда С2 -  См — N .

Если группа в 2 абелева, то Ф(С: )=  1 и 3 2гФ((?2 ) = С 2 /1 -  главный фак­

тор группы й  Предположим, что \С2 *  2 . По условию теоремы б о с  мини­

мальные подгруппы из 0 2 пронормальны в С Кроме того, в группе С 2 все 
подгруппы субнормальны, поэтому по лемме 1.6.3. [4] все минимальные под­
группы из С 2 нормальны в С Так как в 2 = ^  х . . . х 2 , , где 1 Х=...  = 2 { -  груп­

па порядка 2, то группы ..... 1 1 нормальны в С, что невозможно, так как С2 -
минимальная нормальная подгруппа в в. Таким образом. / = 1 и С2 = -  груп­

па порядка 2. Противоречие. Значит, (32] = 2 . Но тогда по теореме 1.1.4 [2]

в / С в ( в 2) е  И ( р - 1 ) = 0 ; , т .  е. в  = Св ( в 2).
Значит, с 2 ( С ] .  Но С /С 2 -  нильпотентная группа, поэтому и С явля­

ется нильпотентной группой. Противоречие.
Следовательно, в 2 -  неабелева группа. Тогда ее центр, коммутант и под­

группа Фраттини совпадают и имеют экспоненту 2, а экспонента С2 равна 4.

Пусть х -  любой элемент порядка 4 из 0 2 и Т =< х >. Тогда \Г\ = 4 . Понят­

но, что подгруппа Т нормальна в группе в. А так как Ф ( С 2 ) С  Т Ф ( С 2 ) с  С 2
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и G2 /0 ( 'G 2j  -  главный фактор группы G, то либо Ф (G2) = ТФ(в2) , т.е.
либо T<f>(G2) = G2 . Ввиду того, что Г -  группа экспоненты 4, а 

экспонента группы Ф(С2) равна 2 первое равенство невозможно. Значит, 

Г Ф (С 2) = G 2 и мы имеем
Т / Т  П ®(G2) — ТФ(С2 ) / Ф (G2 ) = G , /  Ф (G2) .

Так как Т -  циклическая группа то факторгруппа в 2/ Ф ( в 2) является ниль- 
потентной группой, что противоречит равенству Gz =G3' . Теорема доказана

Следствие. Пусть N -  нормальная подгруппа группы G, такая, что фак­
торгруппа G /  N сверхразрешима. Если каждая минимальная подгруппа любой 
нециклической р-подгруппы А из N пронормальна в G, а при р = 2 и каждая под­
группа из А порядка 4 пронормальна в G. то группа G сверхразрешима
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S U M M A R Y
It is p roved th a t if N is a no rm a l su b g ro u p  o f a p-so lvable fin ite  g roup G w ith  

p -su p e rso lva b le  fa k to rg ro u p  G / N and if fo r e ve ry  noncyclic p -su b g ro u p  A f ro m  N 
all its m in im a l sub g ro u p s  a re  p rono rm a l in G, than  G is p -superso lvab le .
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