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Алгебра Клиффорда 
в системе уравнений Максвелла

1. Матричное представление уравнений Максвелла-
Уравнения Максвелла

_  дВ „  SD
rotE  = -------, гот  = ---------н j, a ivu  =  р,

8t dt
divB = 0 , I) = £E. В =  /л\\, 

могут быть представлены в виде [1]

Н + Ф Ф ?4< + 0  b = P J -

где , (г -  1,б) -  элементарные матрицы, имеющие вид

(1)

(2)

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 0'
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1> £ =0 0 0 -1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
[ 0 0 0 0 0 о 0 0 0 0 -1 0 0 0 0

'0 0 0 0 0 1 0 0 "о -1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 9 <f4 = 0 0 0 0 0 -1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1

.0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

(3)
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£5 =

"0 0 1 0 0 0 0 0 ' 'o 0 0 0 0 0 1 o '

0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1

-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0
, <f6 =

0 0 0 0 0 -1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0
» *3 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 -1 0 0 0 0

0 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0. 0 -1 0 0 0 0 0 0

и удовлетворяющие соотношениям

= 2g,Jl , I  =  ^w g(l,1 ,l,l,l,l,l,l),

g >> =  ,
М . уМ . , .  > = U3,6;

' {  -<y(/,v) = <*-./> * = 4,5.

Ф 1 = (0 , Ex , EY, ~ Ez , — / / z , H Y, H x , o),

M =

\ в/м 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 T
/ и 
0 £ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 £ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
J

1

0 0 0 £ 0 0 0 0 p=
J

0 0 0 0 0 0 0 0
J =

1

0 0 0 0 я 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 ft 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 и 0 0 0 0 0 0 0 p 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

(4)

(5)

(6)

0  -  матрица размерностью 8 x 8, определяемая конкретным видом пара
метров £ , /I , <7 .

2. Свойства матриц Максвелла.
Любое множество величин, удовлетворяющее условиям (4), является ал

геброй Клиффорда. Из шести матриц , (г = 1,6) образуют новые, составляя 
произведения каких-либо двух или более из них. Количество новых матриц 
равно 26 -1  = 63 . Добавляя к ним единичную матрицу I , получаем 64 Новые 
матрицы будем обозначать как , ( /  =  0,63):

1̂ 0 J j-1 _^ I£3^5 j-2 __ ^1 ̂ 4^6 j-i3  g 2g 3^4 jp4 _^2̂ 5
= ^ 1̂ 2̂ 3^ 6 рб = р \^2 j*4^5 j—7 _. 4 £5^6 j -8 _^4 p9 _^6

Г 10 = r n = f ^ 6' r »3= ^ ^ 5 i r ,4= ^ ^ 6 >

Г 15 = . Г 16 Ш£ 5, Г 17 = £ ’£ 3, Г 18 = £ 2£ 6,
p l 9  p 2 0  _ g 3 g 4 g 6  p21 _  p 2 2  _  ^ 2  ^ 3 ^ 4  e 5

r 23= ^ V ^ 6. r 24= ^ 2, г 25= ^ 6 , г 26= ^ 5, Г 27- Й У ,
P 28 _  1 Г 29 =  I ^ 2^ 3^ 5 p 30 =  p31  _ ^ l ^ 2 ^ : 3 ^ l ^ 5 ^ 6  p 3 2 _ ^ 2

p 3 3 _ ^ 3 ^ 4  J ’ 3 4 _ ^ 5 ^ 6  p 3 5 _ ^ 1 ^ 3 ^ 6  p 3 6  _  ^1  ̂ 4 ^ 5

r 37= £ W V 5. r 3, = £ l# 2# 4£ e. r " a ^ W t r *  = ^  r 4,= ^ .
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р-42  ^ ^ ^  J-44  ^ 4 ^ 5 ^ 6  |—45  ^  ̂  ̂  ̂   ^ 2 ^ 3 ^ 5 ^ ; 6

|^47  ^  ̂  ̂  ̂  ̂  У ^   Г*^  ^ ^  ^ ^  Г*^  ^ ^ ^
j - 5 2  _  ^ 3 ^ 4 ^ 5  у ^ З    3 ^ 5 ^ 6  J--54  ^ 6  р 5 5   ^ 2 ^ 4 ^ 5 ^ 6  j—• 56  ^ \

'3 k5 -58 r4 ггб -59 2 e3 кб -60 -61 z\ £2 &3 H

rl *:2 e-5 &6 63 rl £-3 &4 &5 >:6
(7)

Матрицы (7) обладают следующими свойствами [2, 3]: 1} Т*Тт = А1тТп,А1т =±1; 

2) г ;Г "  = ±1 тогда и только тогда, когда 1 = т; 3) Г Т т = ± Г " Т ';

4) для любой Г 7 Ф I  существует матрица Г и , такая, что г гаг /г т = _ г ' ;

5) Sp(r/ ) = 0  (Г^ Ф I ) ; 6) сумма ]Г / / ,Г ' = 0  тогда и только тогда, когда
1=0

ц, = 0 , i = 0,1,2,...,63 ; 7) любая матрица А  , коммутирующая со всеми мат-
1 (  I  4

рицами Г  [А Г ' ~ Г  А  = 0,/ = 0,1,2,...,63] кратна единичной; 8) если заданы 

два набора матриц д' и £ ' ,  удовлетворяющих соотношениям (4), то сущест

вует матрица S (det(s) Ф 0), такая, что £, ' = S ^ ' S ’ 1.

В силу выполнения перечисленных свойств, любая матрица А  размерно
сти 8x8 единственным образом может быть представлена в виде линейной
суперпозиции матриц Г ' :

63

а  = 2 > „ , г ' (8)
1-0

Свойства матриц (3), (7), (8) являются основанием для использования алгебраи
ческого метода разделения переменных (АМРП) [4] в исследованиях уравнений 
Максвелла (2). Однако, в силу размерности матриц (7), без применения ЭВМ АМРП 
реализовать затруднительно из-за громоздких матричных вычислений.

Целью данных исследований является разработка алгоритма и прикладных про
грамм, позволяющих реализовать соотношение (8). По своей сути такая задача 
представляет собой первый необходимый этап адаптации АМРП к уравнению (2).

3. Алгоритм реализации поставленной задачи.
Пусть имеется произвольная матрица А  размерности 8 x 8 , в которой 

аи  *  0

А  =

« и «1 ,2 «1 ,з «1 ,4 «1 ,5 «1 ,6 «1 ,7 «1 ,8

«2 ,1 «1 .2 « 2 ,3 «2 ,4 « 2 ,5 « 2 ,6 « 2 ,7 «2 ,8

“ 3.1 а 3,2 « з , з « 3 ,4 «3 ,5 «3 ,6 «3 ,7 «3 ,8

« 4 . , « 4 ,2 «4 ,3 « 4 ,4 «4 ,5 « 4 ,6 «4 ,7 «4 ,8

«5 ,1 «5 ,2 «5 ,3 «5 ,4 «5 ,5 «5 ,6 «5 ,7 «5 ,8

«6 ,1 ° 6 , 2 ° 6 , 3 « 6 ,4 « 6 ,5 « 6 .6 «6 .7 « 6 ,8

«7 ,1 « 7 ,2 « 7 ,3 « 7 ,4 « 7 ,5 «7 ,6 «7 ,7 «7 ,8

«8 ,1 «8 ,2 а х ,з «8 ,4 «8 ,5 «8 ,6 «8 ,7 «8 ,8

: IIи ll ‘J (9)

134



При решении поставленной задачи в прикладных математических пакетах 
[5-9] приходится решать систему из 64 уравнений с 64 неизвестными. Прове
денные исследования показали неспособность этих пакетов решать постав
ленную задачу «в лоб». Нам удалось разработать принципиально новый алго
ритм этой задачи.

Введем в рассмотрение матрицу Q и восемь матриц А '9 такие, что

'1 2 3 4 5 6 7 8

2 1 4 3 6 5 8 7

3 4 1 2 7 8 5 6

4 3 2 1 8 7 6 5
Q = OJ, .

5 6 7 8 1 2 3 4

6 5 8 7 2 1 4 3

7 8 5 6 3 4 1 2

8 7 6 5 4 3 2 1

= I aI I V ,  = j ) ./* = 1,2,..

( 10)

(11)

Легко убедиться, что матрицы (11), (9) связаны соотношением

А  = £  А ' .
р=1

Для матриц(11)справедлива 
Теорема 1.

(12)

= 0 тогда и только тогда, когда Ьр = 0,/? = 1,8. (13)
/ы

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С учетом (11) соотношение (13) приобретает вид
[Ь,S(o)u , j )  + b26(co2 l , j ) +  Ъг8[щ  , , j ) +  ЪА S(a)4 l , j ) +  

+ b5s(o)5 i , j )  + b6S(a)6 i , j ) +  b7s(a)n, ,./)+ bs£(<у8 < j ) ) ^ ,  = 0 

где i,y = 1,8.
Учитывая тот факт, что матрица (9) произвольная, приходим к заключению, 

что (14) может быть выполнено тогда, и только тогда, когда выполняется со
отношение

J )  + Ь2 S{a2 i , j ) +  ЪгS{(ob t , j ) +  ЬАS{(o, i ,./)+

+ bs s{oj5 i , j )  + b6 s{eo6 t , j ) +  b7 s{(ol t , j ) +  bss(o)g i , j ) =  0
(15)

Рассматривая соотношения (15) для случаев (/ = 1,7 = l ) , (/ = 1,7 = 2), 

(*• = 1,7 = 3), (г = 1,7 = 4), (/ = 1,7 = 5), ( i = l j  = 6), (/ = 1,7 = 7),
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(/ =  1 ,у  =  8 ) ,  со о тветствен н о  получаем

by — b2 — 63 — b4 — b5 — b6 — bf bg 0 , (16)

что и требовалось доказать.
Матрицы (7) будем обозначать аналогично (9):

(17)

Тогда, очевидно,

Г 8(^-‘)+л = |8, Р  = 1,2,...,8 , п = 0,1,...,7. (18)

В принятых обозначениях соотношение (0) приобретает вид:

(19)

или с учетом теоремы 1 равенство (18) эквивалентно следующим восьми:

Д о к а з а т е л ь с т в о :  осуществляется путем простой подстановки (21) в (20). 
Таким образом, на основании доказанных теорем решение задачи сводит

ся к вычислениям (21).

4. Программная реализация алгоритма.
Решение данной задачи реализовано в системе MATLAB 7 фирмы Math- 

Works. При программировании учитывалось, что данная задача является все
го небольшой частью будущего комплекса программ для работы с АРМП в 
исследовании уравнений Максвелла. Поэтому задача оформлена в виде про
цедур и функций с возможностью их как самостоятельного использования, так 
и в составе комплекса. Реализованы следующие процедуры и функции:
• функция построения базиса (7) по заданным матрицам (3);
• функция контроля соответствия матриц (3) требованиям алгебры Клиф-

Для систем уравнений (20) справедлива
Теорема 2. Системы уравнений (20) имеют решения вида

форда (4);
• процедура ввода произвольной матрицы А = \\а- -Ц8 (Рис-

II

• функция построения матрицы (10);
• процедура расчета коэффициентов разложения;
• процедура вывода результатов (рис. 2).

136



Разработанная программа отлаживалась и проходила опытную эксплуатацию на 
компьютерах со следующими параметрами: 1) AMD Athlon 64 3200+, 2 ГБ ОЗУ; 
2) AMD Athlon 2500+, 256 МБ ОЗУ; 3) Intel Pentium(M) 41800, 512 МБ ОЗУ.

Полученные результаты являются основой для дальнейшей разработки ал
горитмов и программных комплексов и решения прикладных задач электроди
намики.

Г° *(1/ва41/8Ь t 1/8е + 1/8<* +  1/Ве+1/8/ +  1/8г  +  1/8(|)
Г1 -1/ВЬ+ 1/Sc -  1/8 d -  1/8к+ 1/В f  - 1/83 +  1/8Л)
1Л *(1/8в +-1/81 -  1/йс- 1/8 d 1/Эе -1/8/+1/8г +  1/8Л)
Г* н1/8а+1/8Ь-1/8с-1/8Л + 1/Вв+1/8/-1/в9 -1/8Л) 
г* *(-1/?в+ 1/81 -  1/8с— l/Brf -  1/Эе + 1/Я/ -  1/Яд +  1/8h) 
г* *Г1/8а +  1/8 Ьч l/Rc+ l/ 8 d - l/ 8 « - 1/8/ -  1 / 8 » -1/8А1 
Г* *(1/80-1/81, -  l/8c+ l/8d-l/8<! +  l/8/ +  l/8s-l/8A )
!•* *(-1/8д+ 1/81 + 1/Вс -1/8 Л -  1/8 е + 1/8/ + I/8 j -  1/8Ь)

Рис. 1. Окно ввода произвольной Рис. 2. Вывод результатов работы 
матрицы. программы.

5. Заключение.
Проведенные исследования позволили доказать две теоремы обеспечи

вающие алгоритм компьютерного решения задачи по разложению произволь
ной матрицы по матрицам Максвелла, что является первым необходимым 
этапом к применению метода разделения переменных для решения уравне
ний Максвелла. Адаптация метода разделения переменных для решения 
уравнений Максвелла открывает новые перспективы в области аналитических 
решений уравнений (2).
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S U M M A R Y  
The problem algorithm on the expansion o f the arbitrary matrix (dimension 8x8)  

to Maxwell matrices is worked out on the basis of the proved theorems. The 
software implementation of the problem algorithm is accomplished. It allows to 
automatize the first necessary stage for the realization o f the algebraic variable 
separation method as applied to Maxwell equations.
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