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П усть V  -  n -мерное векторное пространство над полем  F. LR (V ) -  полугрупп а линейны х 
отнош ен ий  [1, 2]. В этой  работе рассм атриваю тся м аксим альны е ком м утативны е подполугруп­
пы  идем потентов полугруппы  LR (V ), т.е. продолж ается изучение полугруппы  L R (V ), начатое 
автором  в [3, 4].

П усть, далее, Г  -  ком м утативная подполугруппа идем потентов;

р г ^ Г  =  V  p r 1a ,  p r 2r  =  V  p r 2a ,  р г 1Г  =  П p r 1a ,  p r 2r  =  П p r 2a ,  V 1 =  р г 1Г  П p r 2r ,
aFr aFr aFT aFT

р ^ Г  =  V  0  A , р г 1Г  =  V2 0  B , где d im  A = t , d im  B = s , d im  V1 = k .

Е сли  a  F r  , то a  = W a W b 0  a1 0  a 2 , где a  -  сим м етрический идем понен т на
V = p ra  = p ra  co ker a. = ker a.; a21 t '  1 1 t '  2 1 и 1 1 2 -  линейное отнош ение, соответствую щ ее тож дествен-

1
ном у линейном у преобразованию  некоторого п одпространства V2 п ространства V2, где

pr1r  = A 0  V 0  V2, pr2r  = B  0  V 0  V2.
Л ем м а 1. П усть S  -  м нож ество попарно ком м утирую щ и х сим м етрических идем потентов 

п ространства V1. Т огда сущ ествует такой  базис е 1, е г , . . . ,  ек п ространства V1, что  при  лю бом  
a1 f  S

( e i , e ' ) F a 1 или (e ' ,0 ) , ( 0 ,  e ' ) F a 1
Н аоборот, если  е 1, е 2, . . . ,  ек -  базис п ространства V1, а  S  -  м нож ество таких  сим м етриче-

a  ( e , , e ,) f  a (e, ,0 ) , ( 0 ,  e t) f  aских идем потентов i ,  что 1 1 1 или  1 '  lJ ‘ , то сим м етрические идем потенты
из S  попарно ком м утирую т.

Д оказательство. И з [4] следует, что каж дое линейное отнош ение а 1 м ож но представить и
a  =  a  e a  # a  Vпритом  еди нственны м  образом  в виде 1 ' ' , где ' -  проектор пространства 1 . И з [5]

следует, что такой  базис сущ ествует.
В торое утверж дение лем м ы  очевидно. Л ем м а доказана.

a  f  ГИ так, ’ где Г  -  ком м утативная полугрупп а идем потентов из LR (V ). Т огда сущ е­
ствует такой  базис

e ' e '  e '  e ” e ” e ” e  e  e  e m e” e m e^V e V̂ e V̂C'1,Z '2,..., c-t, C1,»2v-., S ’ c1?c2v-> c-k, C1 >c2 ’■■■’ cp (1)

пространства  V , что 1  2v " ’ t -  базис А ; 15 2’" ' ’ s -  базис В; 1  2’" ' ’ k -  базис 1, 

e ' eг;,..., e k -  базис V 2 , e " ■ e 2V■■■■,< -  6 азис V , где V  =  A 0 B 0  V  0  V 0  V , d im  V  = m .

dim V3 = p  и  t  +  s +  к  +  m  +  p  =  nи
И м еем

(e”, 0) f  a ,  (0, e 'D f  a , (e, , e  t ) f  a  или  (e , , 0), (0, e , ) f  a , ( e ” e ”)  f  a , (2 )

Т акой  базис (1) будем  назы вать соответствую щ им  полугруппе Г.
К аж ды й идем потент а  полугруппы  Г  определяется набором  тех  векторов из соответству­

ю щ его базиса, которы е он  оставляет н а  месте. Т ак как  число подм нож еств из (1) равно 2k+m, то 
отсю да вы текает

С ледствие. Ч исло  элем ентов в ком м утативной полугруппе идем потентов п ространства V
не превосходит 2k+m+?.

e  e  e
Л ем м а 2. П усть 1  2 ’ ' ’ n -  базис пространства V,
S  =  {a f  L R (V )  | для  а  вы полняю тся условия (2)} -  м аксим альная ком м утативная п олу­

группа идем потентов.
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Д оказательство  получаем  из вы ш е сказанного, поскольку  полугруппа содерж ит ровно 
2 k+m+p элем ентов.

Л ем м а 3. К аж дую  ком м утативную  полугруппу идем потентов Г  м ож но погрузить в м ак ­
сим альную  ком м утативную  полугруппу идем потентов.

e e e
Д оказательство. П усть 15 2 v " ’ n -  базис, соответствую щ ий полугруппе Г  (следствие), а 

S  -  та  ж е м аксим альная ком м утативная полугрупп а идем потентов, что и  в лем м е 2. Т огда оч е­

видно, что Г  с  S  . Л ем м а доказана.
Л ем м а 4. П усть S  -  м аксим альная ком м утативная п олугрупп а идем потентов и 

e  e  e1 ’ 2 v  • j n -  соответствую щ ий ей базис. Т огда
S  =  { a  е  L R (V )  | для а  вы полняю тся условия (2)}
Д оказательство. Т ак  же, как  и при доказательстве лем м ы  3, получаем

S  с  { а  е  L R ( V ) |  для а  вы полняю тся условия (2)}. А  вследствие м аксим альной S  здесь 
и м еет м есто  равенство. Л ем м а доказана.

Л ем м а 5. П усть S  -  м аксим альная ком м утативная п олугрупп а идем потентов и 
e e e

15 2’" ' ’ n -  соответствую щ ий ей  базис. Т огда лю бой  другой  базис, соответствую щ ий п олу­

гр у ппе S  им еет вид f i =  f 2 = f n = k e n

Д оказательство. О бозначим  через bk линейное отнош ение , e k  ̂ е  bk , если  i = k  и
(ei ,0) е bk i Ф k  (0, e ) е b k (ei ,0) е bk (0, e t) е b k b k е  S  r

1 k , если  1 или  v k или  V i , /  k и  v k . П о лемме 4 k . Сле-
f , f  ,... , fдовательно, в соответствую щ ем  базисе >•••>j n сущ ествует вектор, котором у мы  припиш ем

( f  f  ) е  b  f k =  b k f k = bk ^  ^ i e i = ^ k e k
н ом ер k  такой, что  k k k . Тогда i=1 . Л ем м а доказана.

О пределение. Две подполугруппы  M  и N  полугруппы  L R (V ) назы ваю тся подобны м и,

g  е  L R ( V ) N  = g - lM  gесли  сущ ествует такое линейное отнош ение ранга n  , ч то  .
Т еорем а 1. Л ю бы е две м аксим альны е ком м утативны е полугруппы  идем потентов п р о ­

стран ства  V  подобны .

S SД оказательство. П усть 1 и  2 -  две м аксим альны е ком м утативны е полугруппы  идем -
e  e  e  f  f  f  потентов, 15 2 v ” ’ n и  “' 1,“' 2 v j  j n -  соответствую щ ие им  базисы , g  -  линейное отнош ение

(e  f ) е  g
ран га  n  из L R (V ) ,  переводящ ее один из эти х  базисов во второй, v b  . Н епосредственно
проверяется, что внутренний автом орф изм  полугруппы  L R (V ) ,  ин дуц ируем ы й линейны м  отно­
ш ением  g, отображ ает S 1 на S2 . Т еорем а доказана.

Т еорем а 2. С ущ ествует лиш ь конечное число  неп одобны х ком м утати вны х полугрупп 
идем потентов.

Д оказательство. П усть °  -  какая-то ф иксированная м аксим альная ком м утативная п олу­
группа идем потентов, а Г  -  произвольная ком м утативная полугруппа идем потентов. П огрузим

Г в м аксим альную  ком м утативную  полугруппу идем потентов (лем м а 3). Т огда и по-
s ' ' S 'добны , а значит, полугруппа Г  подобна некоторой  подполугруппе из . Н о в им еется 

лиш ь конечное число подполугрупп (следствие). Т еорем а доказана.
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