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Характеристические спектральные 
множества линейных сингулярных 

систем
Рассматриваем исходную линейную систему

*  = A( t ) x , x e R " ,  t >  О, (1Л)
с кусочно-непрерывной ограниченной матрицей A( t ) , совокупностью характе­
ристических показателей Х^{А)й . . .<Хп( А ) , составляющих точку ЦА)  про­

странства Яп , и коэффициентом неправильности Гробмана [1] стг И ) .  Рас­
смотрим также сингулярную возмущенную систему

еу = A{t)y + Q(t)y , у е Rn , е е  (0,1], f * 0 ,  (1(Л+0)/е)

с кусочно-непрерывной ограниченной матрицей О(-).
Определение [2]. Спектральным множеством системы (1Л) при возму­

щениях Q( ) из некоторого класса К называется множество

S(A,K) s U 4 A  + Q ) ^ R n .
Q()eK

Д.М. Гробманом [1] доказано, что в случае класса К а экспоненциально 
убывающих возмущений Q () с показателем Ляпунова

ЦС?]= lim r 1ln||Q(i)|]^-CT<“ CTr (/4) спектральное множество S{A,Ka ) систе-
/—>400

мы (1л ) состоит из одной точки: совокупности X( A) eR n ее характеристиче­
ских показателей: S{A;Ka ) = Х(А), m esS(A/<o ) = 0 .

Н.А. Изобовым [3, 4] введено понятие гробмановского спектрального 
множества

Sor (А) = U 4 A  + Q ) Œ R n
X[Q]i-ar (A)

и установлено, что для этого множества происходит скачок л-меры Лебега: 
mesnS „ (.(A) > 0 и построена система (1л ), для которой полностью описано

гробмановское спектральное множество, в двумерном случае совпадающее с 
некоторым треугольником.
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В работах [5-8] указаны конструктивные способы построения спектральных 
множеств систем (1Л/Е), содержащих при производной параметр е е (0,1]. В

этих работах рассматриваются сингулярные возмущенные линейные системы 
(1{Л+0)/Е) с кусочно-непрерывными матрицами 0{-), показатель Ляпунова

?.[0] которых не превосходит величины -ст< 0 . По аналогии с гробмановским 
спектральным множеством, в [5] дано определение спектрального сигма-

множества За(А) -- у  Х{А + О) с Я л системы (1^}.
-о

В работах [6, 7) доказано существование таких двумерных систем (1л ) с 
бесконечно дифференцируемыми ограниченными коэффициентами, имею­
щими ограниченные производные произвольного порядка (каждая производ­
ная ограничена своим числом), и совпадающими (различными) характеристи­
ческими показателями, что спектральные сигма-множества 8а( А / е) сингу­

лярно возмущенных систем (1л/б) имеют положительную плоскую меру 
(внутреннюю меру) Лебега при каждом фиксированном ст > 0 и всех доста­
точно малых е > 0, причем эта мера не ограничена по малому параметру.

Теорема 1 [6]. Для любых чисел Х̂  < Х2 и ст0 > 2(Х2 -  ) существует

двумерная система (1Л ) с бесконечно дифференцируемыми ограниченными 
коэффициентами и их производными, имеющая характеристические пока­
затели А. ¡ (А)~Х1, /=1 ,2 ,  и коэффициент неправильности Гробмана

аг (Д) = ао, такая, что спектральное сигма-множество 8 а( А / е ) системы

Оа/г ) пРи всяких а > 0 и 0 < е < [од + 2(А.1 — А.2 )]а~1 содержит множество

точек (ц^мг) е Я2 , определяемое неравенствами

Х 2  - а о ( 0 - 1 )-1  ^ец-| < Х 2  < 8(̂ 2 ^ ( Х 2  -ец-|)0_2 + Х 2  + (с*о + ^ч -^ -2  -ест)0_1,

где 0 > 2 сто(л. 2  -  )-1 -  1 > 3.
Следствие! [6] Плоская внутренняя мера т е в 28а(А/е)  множества

За(А/е)  неограниченно возрастает при б -> +0.
Заметим, что при доказательстве теоремы 1 была построена лишь часть 

спектрального сигма-множества сингулярной системы. В случае Х1 = Х2 в [7]
построено полное спектральное сигма-множество, также обладающее свой­
ством неограниченности по малому параметру.

Теорема 2 [7]. Для любых действительных чисел X, о0 > 0 и 0 > 1 суще­

ствует двумерная система (1л ) с бесконечно дифференцируемыми огра­
ниченными коэффициентами и их производными, имеющая характеристи­
ческие показатели Х,(А) = Х,  /=1 ,2 ,  и коэффициент неправильности
Гробмана стг (А) = а0 , такая, что спектральное сигма-множество 8а ( А / е) 
системы (1 д /е) при всяких а > 0  и 0 < е < сто/ст совпадает с треугольником

Д (А /Е )э { ( (л 1,|я2 )е  Я?2 : А.(0 + 1 ) -е 0 ц 2 ^ БЦ1 ^ БЦ2 ^ *. + (<*£) — есг)(0 — 1)-1 } - 

Следствие 2 [7]. Плоская мера т е з 2 8а(А1е) при всяком фиксированном

а > 0 неограниченно возрастает по параметру е -> +0.
На основе теорем 1, 2 получен аналогичный результат и для сингулярных 

систем (1д/Е) произвольной четной размерности 2л, п е N .
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Теорема 3 [8]. Для произвольного n e N  и любых чисел Х1 ^ . . . й Х 2п. 
ап >2гт\ж{К2к - ^ 2k ~ i ï m2 L существует 2п -мерная система (1л ) с беско-

k ~ \n

нечно дифференцируемыми ограниченными коэффициентами и их произ­
водными, имеющая характеристические показатели Xj(A) = Xj,  / = 1,2л, и 
коэффициент неправильности Гробмана стг (Л) = с 0, такая, что спек­

тральное сигма-множество S ^ i A i б) системы (1 А!с) при всяких а > 0  и

0 < е < ( а 0 - 2 L)/g содержит множество точек (ц1(...,И 2 л )e R 2n, координа­
ты которых }л-, < ... < ¡л2п удовлетворяют также и неравенствам

^-2к -сто(®- )̂ 1 - еМ2к-1 ~ ^ 2 к  < e V-2k ^ (^ 2 к  _ £ Й2Я-1)6 "  + '^2к + (ст0 + ^2Я-1 ~ ^ 2 к  ~£СТ)0 '

I

если Х2к > ^ 2 к - 1  • к е { \ .....п ) , либо неравенствам

-  щ 2к  +  ^-2к(® +  1 ) ^  e ^ 2 f c - 1  -  ЕУ-2к 5  ^-2к +  ( а 0 — ест)0 1 ,

если Х2 к = Х 2к^ ,  к е {1,..., л } , где 0 > -1 +2a0m a } < { ( ^ - W i r 1 I *** > » - i } > 3,
>c=1,n

если L > 0, либо 9 > 1, если L = 0.
Следствие 3 [8]. Для построенной системы m es2nSr, (A Iе) > 0 при всех

а > О и всех достаточно малых е > О, причем lim mes2n ^ a ( ^ /E) = +0° ■
Е -» + 0

Задача построения сингулярных систем (1 Alz) нечетной размерности

п > 3 , имеющих спектральное сигма-множество положительной п -  меры Ле­
бега, неограниченное по малому параметру, пока остается нерешенной.

Возникает также вопрос о существовании классов возмущений, при кото­
рых для всех значений параметра е > 0 характеристическая совокупность 
сингулярной системы (1д/Е) сохраняется. Положительный ответ на этот во­
прос дан е работах [9, 10].

Рассмотрим возмущенную систему (1(д+о)/е) с матрицей Q( ) из класса

возмущений К ст(.) = {Q :||Q (f)||<C Q exp|a(i)i]. t > 0 ) ,  где a{t) -  кусочно­

непрерывная на промежутке [0,+оо) функция, a CQ -  некоторая положитель­

ная постоянная. В работе [9] получено достаточное условие асимптотической 
эквивалентности [11] систем ( \ A+Q)/e) и (1 A!z). Заметим, что из асимптоти­

ческой эквивалентности систем следует [12] совпадение совокупностей их 
характеристических показателей.

Теорема 4 [9]. Возмущенная ( \a+q)/s) и исходная (1д/е) системы асимп­

тотически эквивалентны при любых кусочно-непрерывных ограниченных 
матрицах A( t ) , значениях параметра е > 0  и возмущениях Q(-) из класса

К а(.) с кусочно-непрерывной функцией o(t), удовлетворяющей условию

lim a{ t ) - -oD.  (2)
f-»+oо

Следствие 4 [9]. Характеристические совокупности X((A + Q)/z) возму­

щенной (\ a +q )/e) u Ц А / е)  исходной (1л/е) систем совпадают при любых 

кусочно-непрерывных ограниченных матрицах A( t ) , параметрах е > 0 и

94



возмущениях Q(-) из класса Ka^  с кусочно-непрерывной функцией o ( f ) ,

удовлетворяющей условию (2).
В той же работе показано, что условие теоремы 4 не является необходи­

мым для асимптотической эквивалентности возмущенной и исходной систем, 
а следовательно, и для совпадения их характеристических совокупностей. 

Теорема 5 [9] Существует такая удовлетворяющая условию
-оо=  [im a(f) < Hm a(t) = О

tl+zOO l-)’TX
бесконечно дифференцируемая функция a : (Q.+x) -> ( ~ o c ,Q ]. что линейные 

системы: исходная (1Л/е) с любой кусочно-непрерывной ограниченной мат­

рицей A(t) и возмущенная (1(^+Q)/e) с произвольным возмущением Q е К а(.;

являются асимптотически эквивалентными при всех значениях параметра
е > 0.

Необходимое условие для асимптотической эквивалентности систем 
(1^/е) и (1(/UQ)/e) Содержит

Теорема 6 [9]. Если системы (1,ц/е) и (1(>\,Q)/e) с любыми кусочно­

непрерывными ограниченными матрицами A(t) и любыми возмущениями 
Q e K 0(.) асимптотически эквивалентны при всех е > 0 ,  то кусочно­

непрерывная функция a(t) удовлетворяет условию jim o(t) = - х .
t-y+oo

Следствие 5. Если спектральное множество S(A/e\Ka(.\) системы 

0 д /е) с произвольной кусочно-непрерывной ограниченной матрицей A{t) 
имеет меру mesS(A/E;Ko(.)) = 0 при всех в > 0 ,  то кусочно-непрерывная 

функция ct(î) удовлетворяет условию lim a(t) = - с о .
<-♦4-35

В работе [11] установлено, что в случае дифференцируемых функций a(f)
с ограниченной производной условие (2) является не только достаточным, но 
и необходимым для сохранения характеристической совокупности системы 
(1Л/е) . Справедлив следующий критерий инвариантности характеристической 
совокупности линейной сингулярной системы относительно быстро убываю­
щих возмущений.

Теорема 7 [10]. Пусть функция о : [0,-ноо) -> (—оо,0] является непрерывно 
дифференцируемой и имеет ограниченную производную, Характеристиче­
ские совокупности \ { {A + Q)/e) и Х(А/е) соответственно систем (1(/*+Q)/e)

и (1Л/Е) тогда и только тогда совпадают при любых кусочно-непрерывных 
ограниченных матрицах A(t), возмущениях Q е и ее  (0,1], когда вы­

полнено условие (2).
Работа выполнена в рамках Государственной программы «Матема­

тические структуры» при финансовой поддержке Белорусского респуб­
ликанского фонда фундаментальных исследований (проект Ф00-089).
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S U M M A R Y  
The methods for constructing of characteristic spectral sets of linear differential 

systems with exponentially damping perturbations and smali positive parameter 
under derivative are considered. The author touches upon the metrical properties 
of such sets.
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