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Конечные группы 
с заданными добавлениями к максимальным 

подгруппам силовских подгрупп
Все рассматриваемые в данной работе группы конечны.
Строение группы тесно связано со свойствами максимальных подгрупп ее 

силовских подгрупп. Так, в работе [1] было доказано, что группа сверхразре- 
шима, если все такие ее подгруппы нормальны. В дальнейшем было доказа
но, что группа G сверхразрешима, если: либо каждая максимальная подгруп
па любой силовской подгруппы из G с-нормальна в G [2], либо каждая такая 
подгруппа дополняема в G [3]. В работе [4] было установлено, что группа G 
нильпотентна (сверхразрешима), если каждая максимальная подгруппа лю
бой ее силовской подгруппы обладает нильпотентным (соответственно, 
сверхразрешимым) добавлением в G. В данной работе мы даем аналогичные 
утверждения для других классов конечных групп

Пусть 5 -  класс групп. И пусть Н -  подгруппа группы G. Тогда подгруппу Т 
группы G назовем ^'-добавлением к Н в G, если НТ = G и TIT П Нв е £. В 
этом случае мы также говорим, что Н является ^-s-добавляемой в G. В част
ности, мы говорим, что Н р-нильпотентно s-добавляема в G и 
р-сверхразрешимо s-добавляема в G, если G = НТ и TIT П HG 
р-сверхразрешимая (соответственно, р-нильпотентеная) группа.

Пример. Пусть А, В -  два экземпляра группы кватернионов порядка 4. И 
пусть G -  произведение этих групп с объединенным центром.

Тогда ясно, что подгруппа А не имеет в группе G абелевого добавления 
но в то же время G = АВ, где BIB П AG -  абелева группа. Таким образом, под
группа А абелево s-добавлямав G.

Основные свойства S-s-добавлений отражены в следующей лемме.
Лемма. Пусть f  -  наследственный гомоморф, то есть гомоморф Ц со

держит каждую подгруппу каждой своей группы. И пусть Н -  подгруппа 
группы G. Тогда выполняются следующие утверждения.

(1) Если Т -  s-добавление K H e G u K < G ,  mo ТК/К -  Щ-э-добавление к 
НК/К в G/K.

(2) Пусть К  < G и К  < Н, Т, Тогда подгруппа Т является ^-s-добавлением 
к Н в G тогда и только тогда, когда Т/К -  5-s-добавление к Н/К в G/K.

(3) Если H < D < G u T -  5-s-добавление к Н в G, то Hq (Т Л D) -  
^-s-добавление к Н в D.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  (1) Пусть Т -  ^-s-добавление к Н в G. Тогда 
ТН = G и Т/Т П HG е $. Поскольку Т П HG < Т П KHG, то

{т Щ Н е К /К ) I (НвК/К) -  TKHq/HqK -  77(Г П KHG) 6 <5.
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Ho HqK/K < (НК/К)&к, следовательно,
(ТК/К) / (ТК/К) П (НК/К)ак е 3- 

Ясно также, что {ТК/К) {НК/К) = G/K.
(2) Мы должны доказать только необходимость, так как достаточность 

следует из (1). Пусть (T/К) (Н/К) =G/K и
(Т/К) / (T/К) Л (Н/Ю&к е 

Ясно, что (Н/К)ах = Hg/K. Это ведет к
Г/Т П Не -  (T/К) / (Г/К) ñ (НсуК) = (Г/К) / (Т П HG) I К  е 3. 

Следовательно, Г -  g-s-добавление к Н в G.
(3) Согласно (1), r/-/G /Hg является ^-s-добавлением к H/HG s G/Hg. Следо

вательно, при HG *  1 по индукции имеем, что
(H/Hg) g/Hg ((THG /На) Л (D/Hg)) = HG (Г  П D)¡HG

является S-s-Добаалением к H/HG в D/HG. Применяя теперь (2) видим, что 
HG (Т Л D) является S-s-добавлением к Н в D. Если же HG = 1, 
то Hq(T Г) D) = Т Г) D, H (Т Г\ D) = HT Г\ D = D. Кроме того, в этом случае 
(Г Л D) / (Г Л D) Л HD € 5, поскольку 5 -  наследственный гомоморф. Лемма 
доказана.

Теорема 1. Пусть N -  нвединичная р-разрешимая нормальная подгруппа 
группы G с р-сверхразрешимой факторгруппой G/N. Если каждая макси
мальная подгруппа любой силовской подгруппы из N, р-сверхразрешимо 
s-добавляема в G, то G р-сверхразрвшима.

Следствие 1 [4]. Пусть N -  неединичная разрешимая нормальная под
группа группы G со сверхразрешимой факторгруппой G/N. Если каждая 
максимальная подгруппа любой силовской подгруппы из N имеет сверхраз- 
решимое s-добавление в G, то G сверхразрешима.

Теорема 2. Пусть N -  неединичная разрешимая нормальная подгруппа 
группы G с р-сверхразрешимой факторгруппой G/N. Если каждая 
максимальная подгруппа любой силовской подгруппы из F(N), р- 
сверхразрешимо s-добавляема eG, то G р-сверхразрвшима.

Следствие 2 [4]. Пусть N -  неединичная разрешимая нормальная под
группа группы G со сверхразрешимой факторгруппой G/N. Если каждая 
максимальная подгруппа любой силовской подгруппы из F(N) имеет сверх- 
разрешимов s-добавление eG, moG сверхразрешима.

Группа G называется p-замкнутой, если ее силовская р-подгруппа нор
мальна.

Теорема 3. Пусть G -  группа, имеющая неединичную нормальную под
группу N с p -замкнутой факторгруппой G/N. Если каждая максимальная 
подгруппа любой силовской подгруппы из N р-замкнуто s-добавляема в G, 
то G р-замкнута.

Теорема 4. Пусть G -  группа, имеющая неединичную нормальную под
группу N с р-нильпотентной факторгруппой G/N. Если каждая максималь
ная подгруппа любой силовской подгруппы из N р-нильпотентно 
s-добавляема eG, moG р-нильпотентна.
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