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О свойствах разрешимых тотально 
локальных классов Фиттинга

Все рассматриваемые группы конечны и разрешимы.
Будем использовать стандартную терминологию, принятую в [1, 2]. Напом­

ним, что неединичная группа G называется монолитической, если в ней име­
ется лишь одна минимальная нормальная подгруппа (монолит группы G). 
Символом 0*(G) обозначается наибольшая нормальная it -подгруппа группы 
G В частности, при тс = {р} вместо 0*(G) пишут Op(G).

Функции вида
f : Р -> {классы Фиттинга} 

называются функциями Хартли или, более коротко, Н-функциями [1]. Если 
для класса Фиттинга $ имеет место

Ъ = ^45) П ( П р бя<5) f (Р)®р®р-).
где f -  некоторая Н-функция, то говорят, что S -  локальный класс Фиттинга с 
Н-функцией f  и пишут 5 = LR(f) [1]. Здесь я($) -  множество всех простых дели­
телей порядков всех групп из символы 6 ^ ,  б р и ©р. обозначают класс 
всех яС5)-групп, класс всех р-групп и класс всех р'-групп соответственно. 
В работе [1] впервые начали изучаться кратно локальные классы Фиттинга. 
Всякий класс Фиттинга считается 0-кратно локальным, а при п > 1 класс Фит­
тинга 5 называется л-кратно локальным, если 3 = LR(fj, где все непустые зна­
чения Н-функции f  являются (л -  1)-кратно локальными классами Фиттинга. 
Класс Фиттинга называется тотально локальным, если он л-кратно локален 
для всех натуральных л. Пусть I  -  произвольная совокупность групп. Тоталь­
но локальным классом Фиттинга, порожденным Ж (обозначается символом 
rF it(I)) , называется пересечение всех тотально локальных классов Фиттинга, 
содержащих Ж.

В настоящей работе найдены новые свойства порожденных тотально ло­
кальных классов Фиттинга, связанные с произведениями тотально локальных 
классов Фиттинга. Специальным случаем основной теоремы является ре­
зультат, полученный ранее Рейфершейд [3] для классов я-,-групп (яг, с  Р).

Известно, что произведение двух любых локальных классов Фиттинга яв­
ляется локальным классом Фиттинга [4]. Используя этот факт, легко показать, 
что имеет место

Лемма 1. Произведение двух любых тотально локальных классов Фит­
тинга является тотально локальным классом Фиттинга.

В дальнейшем вместо символа r >Fit(5U!') будем применять символ rFit(5, f>).
Лемма 2 [3, Утверждение 3.2]. Пусть ОТ, ф — классы групп u ty -  нетриви­

альный тотально локальный класс Фиттинга. Тогда
®ГТй (3R, £ ) = д>оф).
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Символом 1?о|) обозначается произведение классов групп ЭДи т.е.
ТО°|)= (G | 6  обладает нормальной подгруппой N eUl, G I  N е £>). 

Произведение классов Фиттинга ЭД и |)  обозначается 9Ji£, т.е.
ЯЦ» = (G | G / G * е -£>).

Лемма 3 (Н.Т. Воробьев). Если а  и -  множества всех раз­

личных простых делителей всех групп из классов Фиттинга Si fta и gi, 
соответственно, то сг = и ... и  соп.
Лемма 4. Пусть 2ЕГ, 9)i, ..., 'St, 3) -  тотально локальные классы

Фиттинга таковы, что I i 2 = 1и 'З)̂  = % . Тогда
т & . . . з д ,  % - ш -
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно

I 2... а д  Е 1 2... а д  и  $1 • ■ - 2>Й> <= Г  Fit (12-  Ш  % ■ . . т у
Тогда

1,1г...1 $  с  Ъ Г Щ Ж г - Щ ,  Ъ ь - Ш ) -  (1)
Аналогично

^iDa...?)® £lirFit(3E2. . . I^ , (2)
Из (1) и (2) следует

i i i 2. . .а д  и • • т  с  i^ F it t ia .. . а д , .. . т
Тогда, согласно лемме 1

ПОД...!,® , ф,...фй>) с  т ^ П Э Д . - . а д ,  3)i ..'?>$)) =
= ^ т к - Е г .- а д ,? ) , . . .^ ) .  (3)

Рассуждая аналогично, получим
r ’Fit(3E1...2El3)l ^ . . .^ G ^ r F i t d L . . ! ^ ,  ф2...фЙ)). (4)

Из (3) и (4) следует
л а д - а д ,  ^ . . .^ n ^ r F i t d L  ..а д , % . . . т

Докажем обратное включение индукцией по г + t. Пусть л, = л(I,) и 

(Tj = я(%) для всех i  е  { 1 , г }  и / е  { 1 , / } .

Пусть г + f = 2. Покажем, что
IirF it(9 ), 9 , $ ) 9)) s  TFitd ,^ , &2)).

Пусть G -  группа минимального порядка, для которой включение неверно. 
Тогда G -  монолитическая группа с монолитом М, причем М е б р для некото­
рого простого числа р. Так как |G I М\ < |G|, то G / М е r F it ( I1'3), ^О)). Следо­
вательно,

(G JM) I  (Op(G) / M) = G / Op(G) e Г Г Ц Ш  Ш ) -  
Значит, G e <SpTFit(Ii?>, ?)i2)).
Если p e 7r( Pi сг,, то по лемме 2

G e (Sp/Titd,?), 9iD) = rFit(®p3E1̂ , ЭД ?))- 
Так как ©p с  I i ,  то ©рЭЙ c  I , ! ,  = I , .  Поэтому брЭЕ,1?) с  1,3). Аналогично 

бр^Ф £  !3)i'2). Следовательно,

Значит,
т (б р Э и ? ), в РШ )  С  T F it^Q ), $ ,2» . (5)

С другой стороны, I , 1?) с  ©рЭиЗ) и <9i‘?) с  <5Р% %  Отсюда

Следовательно,
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Из (5) и (6) получаем равенство rFit(©pIi^), ©p‘J)i<3)) = TFit^Q), Q)iS)). Итак, 
G t  rF i^ I,^ , ‘St'?))- Противоречие.

Если р е  я , \ сг,, то Ooi(G) = 1. Действительно, если Oct^G) *  1, то ввиду 

M e  Ooi(G) имеем р е сг,, что противоречит выбору р
Докажем, что = ?). Очевидно, 9) q  Ч),'?). Покажем, что с  '?). Пусть 

К  е 5)i?), тогда К  /  КЯ1 е О). Ввиду того, что S), с  ©oi, имеем с  Осг,(К) = 1. 
Итак, K l  К$,= К / 1 = К еЧ). Поэтому с  Следовательно, (1)1|?) = ф. Отсюда 

‘ G / Op(G) е Г П Ц Ш  Ш )  = Г Р Ш ® ,  W = A°Fit(Ii2>) = 1 ,$ .
Значит, G е ©pi!?) = с  ГРЩЗн'З), Ф11?)). Противоречие.
Если р е  сг, \ я , ,  то, рассуждая аналогично, Otti(G) = 1. Отсюда G е с

r”Fit(3E1'2), ч̂1?)). Противоречие.
Пусть г + t > 2. Покажем, что

й Г Э Д ...* # , у , . . .т у
Пусть G -  группа минимального порядка, для которой включение неверно. 

Тогда G -  монолитическая группа с монолитом М, причем M e  S„ для неко­
торого простого числа р. Значит, G е 6 f/ °F it ( I i . . .I/-(9,

Если р е  я-, п  сг, , то по лемме 2, а также ввиду идемпотентности классов
I i  и “2)i, получаем

G е © p rF it(Ii...IfQ), $ ,.-2 )$ ) = т ( © р11. . . 1 $ , е д - ‘М )) =
г я ц ъ . . .ж & & .~ т ) -

Противоречие.
Если р е  я , \(<т, U f f j  u . . .  и  <т.) ,  то Oo(G)= 1 для сг = сг, и  <т2 u . . .  и с т ,.

Докажем, что 9)i...3)g) = 2) Очевидно, 2) c2)i---2)f2)- Покажем, 4To2)i..-2)f2)c2)- 
Пусть L е 2)i...2)(2> = (2)i.-2)()2)- Тогда L I Ц 1да е 0). Согласно лемме 3 Я),...О),
£  =  ® л Й 1) и . . ,  и  я(<д/) =  ® < л  и . . .  и  сг/ —  © с г  П О Э Т О М У  L y £  G 0 1  «.л., и  г о  ( t - )  —

Oo(L) = 1. Значит, L / Ц 15г.,.9; = L I 1 = L е %  Поэтому с  2)- Итак,
2)i-.-2)(2) = 2)- Отсюда
G / Op(G) е r F i t ( I i . . . I £ ) , = ^ F it(I,. . .Ш  2» = rF itd ,. . .  I r2)) = I , . . . ! # .  

Значит,
G е в рЪ...Х$ = Ъ - Ш  с  Г Щ ! , . . . * # ,  2>1-2>#)- 

Противоречие.
Если р е  сг, \ U  я 2 U . . .  и ж г) ,  то O^G) = 1 для я  = я , и ж г U . . . U ^ r . 

Отсюда
g е ©p's, . . .а д = с  m d , . . .? ® , 2)1- 2),2».

Противоречие. Лемма доказана.
Лемма 5 [5, Замечание 2.2.9]. Пусть I , ......1п- классы Фиттинга и (2) -

фиттингова формация. Тогда

(П Ш = П (Ш
Теорема. Пусть Хь ..., 1г, У ........2)/, 2) -  тотально локальные классы

Фиттинга таковы, что Ъ\ -  Зи, ?)i2 = 2)v И пусть Si = Зй...1Ги £2 = ?)i•■■?)(• 
Тогда

Г Р Щ Ш  &9» = &>)2).

Г Р Щ , %  9 , $ )  с  Г F A ( e ^ %  (6 )
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем теорему индукцией по г + t.
Пусть г + t = 2. Покажем, что

Ш )  = П Щ Х ь
Согласно лемме 4

Г Щ Ш  ?)1Q)) = I 1rFit(?)>Q)1Q))n<?)irF it(I1?), $) = Ii$i3)n9i3E,g .
По лемме 5

Ii9i3>n2)iJi2) -  ( I i9 i = ( I^ F it^ o n ^ ^ F itd ,)')?).
Снова применяя лемму 4, получаем

( ^ т ш п & т е д а  = л э д ,  %)У.
Пусть г + t > 2. Согласно лемме 4

r F i td , . . . !^ , ~ I , r F i t d 2...3E^, 2)1...? )® )n ?)irF it(I1...3Elg)I Ъ - Ш У
Вместе с тем, по индукции

Г В Д .. .1 ,3 ) , = Г Fit(I2. . . I „  %.. .%№

Г Н Ц Х , . . . Х Я ,  У 2 . . . Ш )  = ГГА(1,.. .Хг, Ъ - Ш -  
Таким образом, последовательно применяя леммы 5 и 4, получаем

r°Fit(3£i. . .BEjQ), ^1...^Q)) = I 1r F it ( I2. . . I ^ ,g 1. . .^ ) ) n <3)irF itd1...3Ef?), &■■■$$) = 
1 : Г ¥ Щ 2.. .1г, Ъ - Ш  =

( I / T i t d , . . . ! , ,  i) i■ ■?)()П<2)i ‘̂Fit(2E1 ...1,, Ъ - - -У ,т  =

П Э Д ...1 *  f y . . - Ж  = Г Щ Ъ ь  Ш -
Теорема доказана.
Пусть J  и Ф -  S-замкнутые классы Фиттинга. Тогда S-замкнутый класс Фит­

тинга, порожденный объединением классов 5, обозначается
SFit^U-^) = П{111  -  S-замкнутый класс Фиттинга, I s S U ! ’}- 

Следствие 1 [3, Лемма 3.10]. Пусть я-, , п г, < т , , сг, -  нетривиаль­
ные множества простых чисел, 9) -  некоторый S-замкнутый класс Фит­
тинга. И пусть = ©я",... (5 тс г и§2 = ©сг, ©сг,- Тогда

sFit(3^ , т )  = sFiKSi, Ш -
Следствие 2. Пусть Зй, 1Г, $ 1, .... %  9) -  S-замкнутые классы Фит­

тинга таковы, что!-,2 = (Т)2 = <J)1. И пусть $: = I 1...I/-i/g2 = %  — %■ Тогда
SFit(5i?), М »  = SFit(5i, &)$.

Пусть 5 и t> -  тотально локальные формации. Символом /„form(5|J£) обо­
значается [1] пересечение всех тех тотально локальных формаций, которые 
содержат формации 3 и |>.

Следствие 3. Пусть Зй, ..., 1Г, 2)i. •, %  -  тотально локальные форма­
ции таковы, что 1\2 = ЗЕ-1, ‘ЗЬ2 = (J)i- И пусть ^ = I v . . I ru^2 = 3)i ■•■?)(• Тогда 

/Jo rm ^Q ) у  & $ )  = lJorvn(%  (J %2)%
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S  U M M A  R Y 
In this paper new properties of generated soluble totally local Fitting classes 

connected with products of soluble totally local Fitting classes are proved.
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