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Обратимость функциональных операторов 

в пространстве Lp -сечений 

Расслоением называется тройка вида ~ = (Е,М,р), где Е и М 

топологические пространства, ар: Е ~ М - непрерывное отображение. 

Пространство Е называется тотальным пространством расслоения ~, 

пространство М - его базой, а отображение р - провкиивй. Прообраз 

p-I(X) точки Х Е М называется слоем ~(x) расслоения ~Haд точкой х. 

Подрасслоением расслоения ~ = (Е,М,р) называется подпространство 

Е] с Е, которое само является расслоением над М с проекцией р. Если 

слой ~(x) = p-I(X) над каждой точкой ХЕМ снабжен структурой 

конечномерного векторного пространства, то расслоение называется 

векторным. Размерностью векторного расслоения называется размерность 

слоя ~(x). В дальнейшем будут рассматриваться только векторные 

расслоения со слоем ~(x) = СП, Т.е. комплексные векторные расслоения. 

Подмножество К расслоения ~ называется векториальным, если для 

любого Х множество КХ := К n ~(x) является векторным подпространством 

в слое ~(x). Векториальное множество, у которого подпространства КХ 
непрерывно зависят от точки х, является подрасслоением. 

Говорят, что расслоение ~ = (Е,М, р) разлагается в прямую сумму 

(сумму Уитни) подрасслоений ~I и ~2 (обозначается ~ = ~I ЕВ ~2)' если 

каждый вектор у из слоя ~(x) разлагается единственным образом в сумму 

у = у, + У2' где У] Е ~I (Х)'У2 Е ~2 (х). 

Пример 1. Примером векторного расслоения является расслоение

произведение ~ = М х СП с естественной проекцией р(х,у) = Х. 

Сечением расслоения ~ = (Е,М,р) называется такое непрерывное 

отображение s: М ~ Е, что Р о s = idм' Непрерывные сечения расслоения 

~ образуют векторное пространство Г(~). Если в каждом слое ~(x) задана 

норма, то на Г(~) возникает естественная норма 11 и 11= sup 11 и(х) Ilx ' 

определенная на ограниченных сечениях. 

Гомоморфизмом из ~I = (Ер М, PI) В ~2 = (Е2 , М, Р2) называется 

непрерывное отображение rp:Е -~ такое, что РI = Р2 о rp, Т.е. слой1 Е2 
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;1 (х) переходит в слой ;2 (х) и порожденное отображение слоев 

ер;: :;I(X)~;2(X) линейно. Совокупность всех гомоморфизмов ep:;~; 

образует алгебру, обозначаемую нам; . 
Если через Пот; обозначить n2 -мерное расслоение над М, слоем 

которого является пространство Нот;(х) линейных отображений 

векторного пространства ;(х) в себя, то алгебра нам; изоморфна 

алгебре Г(Нот;) непрерывных сечений расслоения Нот; . 
Гомоморфизм qJ называется изоморфизмом, если для него существует 

обратный гомоморфизм. Изоморфизм qJ:; ~ ; называется 

автоморфизмом. Расслоение, изоморфное расслоению-произведению, 

называется тривиальным. 

Пусть F - топологическое пространство. Расслоение ; = (Е,М,р) 

называется локально тривиальным со слоем F, если для любой точки 

х Е М существует такая окрестность И, что расслоение ; над и 

тривиально. Это значит, что существует гомеоморфизм ф: ;(U) ~ ИХ Р, 

коммутирующийспроектором р. 

Пусть {И) - такое открытое покрытие М, что ограничения расслоения; 

на И) являются тривиальными, и пусть фj соответствующие 

гомеоморфизмы. Тогда определены отображения 

Фj,i = фj ОФi- I 
,ф)/х,;) = (x,g;:(;)),; Е F, где К< - гомеоморфизмы слоя F. 

Такой набор функций склейки (первходв) определяет векторное (и не только 

векторное) расслоение; с точностью до изоморфизма ([1]). 

Обычно полагают, что гомеоморфизмы g;: не произвольны, а при надлежат 

некоторой топологической подгруппе G группы Homeo(F) всех 

гомеоморфизмов пространства F. Группа G называется структурной 

группой расслоения. 

Рассмотрим локаnьно тривиальное векторное расслоение ; со слоем СП 

и базой (М,а,р), где М - некоторое компактное пространство, на котором 

группа целых чисел Z действует с помощью гомеоморфизма а: М ~ М,р 

мера на М, квазиинвариантная относительно а, причем вцррп = М. 

Квазиинвариантность меры f.1. означает, что существует производная 

Радона-Никодима у(х) = df.1.a меры ра по мере и, где мера Ра
df.1. 

определяется следующим образом: Ра(Е):= р(а- 1 
(Е)), Е с М. Действие 

группы Z на М предполагается топологи чески свободным, т.е. множество 

непериодических точек гомеоморфизма а всюду плотно в пространстве М. 

Непрерывное отображение fЗ:; ~; называется линейным расширением 
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отображения а: М ~ М, если при отображении fJ слой с;(х) линейно 

отображается в слой ';(а(х». 

Пусть в каждом слое с;(х) задана норма, непрерывно зависящая от точки 

х. Пространство L/c;) определим как пополнение пространства ГС;) 

непрерывных сечений по норме 

1 

IUII~(jIIu(x)II; dp у, p;'i. 

Пусть А = нам.; - алгебра гомоморфизмов расслоения .;. Каждому 

элементу а алгебры А ставится в соответствие ограниченный оператор 

а :Lp(~) ~ Lp(C;), являющийся умножением на а, Т.е. переводящий сечение 

и(х) в сечение а(х)и(х), причем 11 а 11= maxll а(х) Il x • 
ХЕМ 

Будем считать, что задано некоторое линейное расширение е: С; ~ с; 

отображения а, переводящее слой ';(х) в слой ';(а(х» по правилу: 

B:(x,y)~(a(x),O(x)y), ХЕМ, УЕ';(Х)=С 
n 

• (1) 

Оператор Т представления группы Z в пространстве I (.;) задается на p 

непрерывныхсечениях формулой: 

J 

(Ти)(х) ~(~ у lI ои(а-' (х)). (2) 

Операторы, представленные с помощью конечных сумм вида 

I a,J'" .а; Е А, обычно наэываются функциональными операторами. 

Множество таких конечных сумм обозначим через вО . 
Если расслоение'; тривиально, то действие на .; можно задать формулой 

В(х,у) = (а(х),у), х Е М,у Е СП, И тогда оператор Т есть оператор 

взвешенного сдвига в пространстве векторнозначных функций. 

Нетрудно заметить, что для оператора Т выполнено свойство 
л 

TaT-1=Воаов-JЕАVаЕА, т.е. отображение Т(а) = зы:' есть 

автоморфизм алгебры А. 

Линейное расширение fJ называется гиперболическим, если существуют 

инвариантные относительно j3 непрерывные подрасслоения с;' ,.;и и 

постоянные Cs'Си > О и 0< Ys'Уи < 1, такие, что'; = .;s Ее.;и и 

(3) 

(4) 

с;' называют сжимающuмся, .;и - растягuвающимся подрасслоением. 
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Теорема 1. Пусть А = нам.; - алгебра гомоморфизмов векторного 

расслоения .;, группа Z действует на компактном пространстве М 

топологи чески свободно, а элемент ао Е А обратим. Оператор 

Ь = ао +aJT: L/';) ~ L/';) обратим тогда и только тогда, когда 

ассоциированноес ним линейноерасширение 

fЗ(х,у) = (a(x),a~\x)~ (х)О(х,у)),х Е М,у Е ';(х), 

является гиперболическим. 

Замечание. Случай, когда вместо пространства L (.;) рассматривается p 

пространство Г(';) непрерывных или L",(';) ограниченных сечений, носит 

классический характер и исследован в [2, 3]. Рассмотрен таюке случай, когда в 

качестве пространства сечений берется L2 ( '; ) , но его доказательство 

опирается на существенные результаты теории с' -алгебр, в частности, на 
теорему об изоморфизме [4, 5]. Главная трудность заключается в том, что при 

р"* 2 алгебра операторов в L/';) не является с' -алгеброй, и к ней нельзя 

применить стандартные конструкции этой теории. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Достаточность.Оператор Ь можно представитьв 

виде Ь = ао (! +D), где D = a~lalT, поэтому достаточно установить 

~s ~" о б ратимость оператора 1+.D 11 усть., и ., - сжимающееся и 

растягивающееся подрасслоения расслоения .;, а Р, - гомоморфизм .;, 

действующий на слое ';(х) как проектор на ';S(x) параллельно ;"(х). 

Инвариантность подрасслоений относительно fJ означает, что 

PsofJ=fJops' 

Оператор р.: L/;) ~ L/';),(P'.u)(x) = Ps(u(x)) является проектором и 

осуществляет разложение L (.;) в прямую сумму подпространств p 

L~ = L (';S) и L~ = L/;"). Из равенства Ps о fЗ= fJ о Ps следует, чтоp 

p'D = ог, и D при разложении L ( '; ) = L~ EiЭ г;, разлагается в прямуюp 

сумму операторов D и Du:D = Ds ЕВ Du' Из условия (3) следует, что s 

IID.:" Ilscsy; ,т = 1 , 2 , ..., откуда спектральный радиус r(D ) < 1 и операторs 

1+D обратим. Аналогично r( D:1
) < 1 и 1+D" обратим. Значит, обратимыs 

операторы 1 +D и Ь = ао (! +D). 

Необходимость. Из обратимости оператора Ь = ао +a1T следует 

обратимость оператора 1+ D. 
Лемма 1. ([6]). Пусть л принадлежит спектру a(D) оператора D, а 

I( 1= 1. Тогда (л Е a(D), т.е. спектр оператора D инвариантен 

относительно вращений вокруг точки О. 
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Из леммы 1 следует, что определен оператор 

1 -1Р = --;- J(А! -D) dA, (5) 
7П 1 лн 

являющийся проектором и осуществляющий разложение Рисса оператора 1) 

в прямую сумму операторов D,. и D таких, что спектр б(Ц,) лежит внутри u 

окружности 1А 1= 1, а спектр б(DJ вне этой окружности. 

Лемма 2. Если и Е L~(~) и РЕ Loo(M,Jl), то ри Е L~(~),h = s,u. 

Доказательство. Если uEL~(';), то IIDmull~O при m~oo. Если 

и Е L~(~), U:;t: О, то 11 DlnuII~ 00 при т ~ 00. Поэтому 

L~(';)={UELp(';):Dtnu~oo}. Если pELoo(M~,Jl), то 
....

11 о: ри 11=11 T(p)Dmu IISII р 11·11 Dmu II~ О, те. ри Е L~(';)' Аналогично 

доказывается второе утверждение леммы. О 

Будем считать, что пространство L/';) сепарабельно, т.е. существует 

счетное, всюду плотное множество сечений {V } 7=1' В этом случае
J 

векториальные множества ';' и ,;и определяютсятак: 

';' (х) = {v; (х), 1s j s оо}, ,;и (х) = {v;(x),l s j s оо}. 

Лемма 3. L ({') = E~ (';), L (';1/) = L~(';).p p 

До ка з а тел ь ст в о. Докажем включения: ";э ". Пусть и Е L~(';). 

Существует последовательность v/' :11 »:». IIL ~ О. Из этой 
'т т р 

последовательности можно выделить подпоследовательность V ' 
Jmk 

сходящуюся к и для почти всех х Е М. Значит, и(х) Е ';'(х) для почти всех 

х, Т.е. и Е L ({').p 

"с ". Пусть и Е Ер (';S). Существует последовательность V ,почти всюдуi m 

сходящаяся к и(х). Покажем, что 11 и -Vi IIL ~ О. По свойству абсолютной 
m р 

J 
непрерывности интеграла Лебега выберем 8 > О так, чтобы выполнялось 

еР 

неравенство Ilu(x)-v (x)IIPdJl<-, если Jl(E) <8. Воспользуемся 
'т 2 

Е 

теоремой Егорова: по 8 > О найдем множество 1\1;; с М такое, что 

Jl(l\tf \ Мб) < 8 и на l\tfб последовательность V сходится равномерно. 
1т 

Выберем номер так, чтобы для выполнялось 
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вцр Ilu(x)-vi (x)II.. < 
6

. Тогда для т г т; имеем 
..ЕМб т 2Jl(M) 

1 

и 11 и(х) - ',. (xHI' dp У ~ о. О 
Лемма 4. Векторное расслоение ~ разлагается в прямую сумму 

~ = ~S Ее ~и в том смысле, что ~(x) = ~S (х) Ее ~u (х) для почти всех 

х Е М. Векториальные множества ~S и ~и инввривнтны относительно 

линейного расширения р_ 

Доказательство. Подпространства ~S(x) И ~u(x) порождают ~(x) 

для почти всех х Е М. Покажем, что ~S (l ~и = {О}. Предположим, что это не 

так. Тогда существует сечение И"* О такое, что и Е Lp(~S) и и Е L/~U). Но 

по лемме 3 UEL~(~) и UEL~(~). Так как L~(~)(lL~(~)={O}, то и(х)=О 

почти всюду. Противоречие. 

Инвариантность ~S и ~и относительно р следует из инвариантности 

L~(~) и L~(~) относительно оператора D. О 

Из того, что спектральный радиус r(DJ < 1 следует, что существует 

норма 11-110 в Lp(~)' эквивалентная исходной, причем 11 и, 110 < 1. Тогда 

S S S S

11 о:« 11=11 D;'v
s 

II~II D;' 1111 V II~ < 11 о; 11011 V II~ Са 11 о, 11;11 V 11= csy;' 11 V 11, 

где ys =IIDs 110<1. Аналогично, 11 Dmvu 
II~cuy:т Ilvu 11,0<yu <1. 

Эти неравенства означают, в частности, выполнение условий (3) и (4) 
гиперболичности линейного расширения р. 

Предположим, что подрасслоения ~s И ~u не являются непрерывными. 

Лемма 5. Пусть векториальное множество ~s резрывно в точке 

хо Е М. Существуют такие К.. > О'Ки > О, что для любой окрестности 

И.. найдется сечение v Е L (~), v"* O,suppv с И.. , для которого 
о р о 

S U U
спреведливы следующие неравенства: 11 V 11< кя 11 V 11, 11 V 11> к; 11 v 11. 

Д о к а з а т е л ь С Т В о. Разрывность ~> В точке хо означает, что 

существует число d> О, что для любого 6> О В любой окрестности U"'о 

можно выделить два подмножества положительной меры ~ и V;, такие, 

что ЗУО Е ~s (хо) :'r;Ix Е V2 ЗУх Е ~(x), что 11 УО 11=11 Ух 11= 1 и 

11 УО - У.. II.. ~ 6, 11 У..-h 11 х > d,'r;Ih Е ~S(x). (6) 

Если в качестве h взять У;, то получим 11 У; 11..> d. Определим сечение 
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{ Ух ' х Е V;,
v(x) следующим образом: v(x) = Имеем: 

О, x\lV2 • 

1 

11 v II~ (;,11 ф) 11' dp J' -зз; [P(V,)]~ , 

1 
u S U S u

11 V 11> d[Ji(V;)Jr; = d 11 v 'I~ d 1111 V 11-11 V III~ d(ll V 11-11 V 11), 

uоткуда 11 v'<II< d +111 V 11. Таким образом, К• = d +1'Ки = d. Лемма 
d d 

доказана. D 
Продолжим доказательство теоремы. Итак, пусть с;' разрывно в точке 

' х Е {ха} U V;
ха Е М. Пусть и(х) = {

Уа 
, а v(x) - сечение из леммы 5. 

О, X\l{xa}uV 

Фиксируем е>О и достаточно большое тEN, чтобы Ilpm(Yo)ll"m(x):::;e. 

Окрестность их можно выбрать настолько малой (и = И. (е,т)), что 
а Ха а 

II[y(a'" (х))· о.' -у(а(х))] Р D"'v(a'" (х)) - [у(а'" (х))· ..0· у(а(х))] Р П"'и(а'"(х)) Ila'"(х) ~ е 

И 

-
/lrr(am(X)) ..... у(а(х))] Р Dmu(am(X)) - рm(Уа) lIam(X):::; е. 

Тогда 
1 I 

111 у(ат(х))· .... у(а(х))] Р Dmv(a"' (х)) II"m(x)~11 [у(а"' (х))' .... у(а(х))] Р Dmu(a'" (х)) :I"m(x) +е ~ 

:::;llpm(Ya)IIam(x) +2F.:::;Зе.
 

Проинтегрируем полученное неравенство по V2 • Имеем
 

откуда 

11 о:» /1:::; Зе 11 v 11. (7) 
S

Используя неравенства 11 о:« 11:::; Csr; 11 V 11,11 о:« II~ <г;" 11 V/J 11 и 

лемму 5, получаем 

U11 Dmv II~II о»: 11-11 о:« II~ ClIru 
m 11 V II-csr:

n 1I v' 11> 

U>(сиу: m -Csr; d; 1}I V 11> (Cudr;m -c.,(d +1)у;) 11 v 11. (8) 

Сравним неравенства (7) и (8): 
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(9) 

в последнем неравенсгве константы Cs,C" и d не зависят ни от 8, ни от 

т, поэтому при достаточно большом т и малом 8 возникнет противоречие. 

Значит, векториальные множества ';5 и .;" непрерывны и являются 

подрасслоениями. Теорема доказана. D 
До сих пор в качестве функционального оператора Ь рассматривался 

только двучленный оператор Ь = ао + а.Г: Покажем, что обратимосгь любого 

элемента Ь = L'p"Tk из м ножесгва ВО эквивалентна обрати мосги 

некоторого двучленного элемента из аналогичным образом устроенной 

алгебры В, в которой соответствующее векторное расслоение имеет 

большую размерносгь. 

Зафиксируем натуральное число т ~ 2. Будем считать, что алгебра В 

реализована как алгебра операторов в пространстве Lp ( '; ) . Пусгь Lp ( '; ) 

прямая сумма т экземпляров пространства Lp ( '; ) . Оператору Ь = L'pkTk 

из во поставим в соответствие оператор Ь из L(Lp ( '; ) ) вида Ь = Li,S', 
где оператор S действует на вектор v = (vo,vp...,vm_J

) из L p ( '; ) по правилу 

Sv = (Tmvo,Tmvp...,Tmvm_I)' а оператор d, задан матрицей из операторов 

[dZ]ij =ТJ(аzm+J_),i,j=О, ...,т-l. (10) 

Теорема 2. Пусть В - алгебра операторов в L ( '; ) , порожденная p 

операторами вида Ь- = " L..Jd,S' . Элемент	 Ь обратим тогда и только тогда, 

когда обратим элемент Ь . 

Замечание. В случае р = 2 алгебры В и В являются с' -алгебрами и в 

[4, 5, 7] с помощью теоремы об изоморфизме доказано, что алгебры В и В 

изоморфны, откуда следует одновременная обратимосгь операторов Ь и Ь. 

в случае произвольного р доказать иэоморфность алгебр В и В пока не 

представляется возможным, однако приведенное ниже доказательсгво 

одновременной обратимосги операторов Ь и Ь является досгаточным для 

целей настоящей работы. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Построим такое отображение If/, при котором 

алгебра А переходит в изоморфную ей	 подалгебру А в В, сосгоящую из 

а- = diag{'"a,Ta, ...,tm-1а} .диагональных операторных матриц вида 1\ Элементу 

т ставится в соответствие оператор t вида 
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о 1 О О 

О О 1 О 

Т= 

О О О 1 

О О О О 

[+ 

О О О О 

О О О О 

S. (11) 

О О О О 

1 О О О 

Непосредственным подсчетом проверяем равенства Ij/(Tat-1) = f7if-1
, И 

В силу линейности отображения Ij/ получаем, что Ь = L~kfk . 

Рассмотрим оператор И, действующий в пространстве L/q) и заданный 

операторной матрицей 

т-1
о О о 

1'-1О О о 

U= (12) 

о о о т-1 

тт 1- О О О 

Таким образом, U = (Т-1 .1)Т = т(т-1 ·1), где 1: Lp ( ; ) ~ L/;) 

единичный оператор. 

Лемма 6. Оператор И задает представление конечной циклической 

группы 2т в пространстве L/;), причем оператор Ь пересmановоченс 

оператором U. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Действительно, П" = 1, поэтому U есть 

представление группы 2т' Нетрудно заметить, что ~T = з:' .T~· Т, откуда 

следует, что ~fk+l = ~fk = T-1f~Tik. В этом случае 

bu = C~тaki
k)cT-1Т) = o~m (~ktkfТ-l ) = o~m (T-1f~kTfkTl ) = 

=(T-1t) L (aktfkT-1) = (т-1т) L (~ktk) = иЬ. о 
O~k~m O$k~m 

Конечная группа 2т обладает конечным числом т неэквивалентных 

неприводимых представлений RJ , j = 1,..., т. Каждое представление 

конечной группы 2т разлагается в прямую сумму неприводимых 

представлений RJ 
• В частности, пространство Ер (;) разлагается в прямую 

сумму т инвариантных относительно оператора и подпространств 

L~,j = l, ...,m, таких, что в E~ действует представление группы 2т' кратное 

неприводимому представлению к'. Подпространства L~ имеют следующий 
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2:ri(j-l) 4:ri(j-J) 2(m-l):ri(j-l) } 

Л(u,е-m-Тu,е-m-Т2u, t mвид L~ = ...,е т -1 и),А Е С,И Е Lp(~) . 
{ 

При этом оператор Ь разлагается в прямую сумму операторов bj,j = 1,....т, 

действующих в подпространствах L~ соответственно. 

Пусть F - отображение, переводящее оператор Т в оператор 
т---! 

F(T) = 'IPkTk. Оператор SJ :(и,Ти,т2и, ..•,тm-lи)~и биективно 
k=O 

отображает подпространство L~, соответствующее единичному 

представлению группы Zm' на пространство L/~), и при этом изоморфизме 

оператор q = F(T) переходит в оператор Ь, Т.е. эти операторы подобны. 

2tri(j-l) 4"i(j-J) 2(m-!)"i(j-I) 
'7'. т Т2 --m--тm-1 )

Оператор Sj: (и.е т J и,е И, ...,е и ~ И, 

действующий из L~ в L/~), также является изоморфизмом, причем 

прообразом оператора Ь в подпространстве L~ является оператор 

m-l 2"i(j-!) 2"у 

Ь} = Lak(e-m-T)k = F(e ---;;-Т). 
k=O 

Из леммы 1 следует, что спектр оператора Т совпадает со спектром 
2"i(j-!) 

оператора е т Т. Доказательство того, что спектр u(F(T» оператора 

2"'(j-!) 

F(T)=b! совпадает со спектром u(F(e т Т» оператора 

2"11-:-1) 
F(e т Т) = Ь} практически полностью повторяет доказательство леммы 1. 

Ilоэтому операторы Ь} либо одновременно обратимы, либо одновременно 

необратимы. Это, в свою очередь, означает, что оператор Ь обратим тогда и 

только тогда, когда обратим оператор Ь. Теорема доказана. О 

Пусть ~ = ~ ffi ~ Ее ...Ее ~ - сумма т экземпляров векторного расслоения 

~, Г(Hoт~) - алгебра непрерывных сечений расслоения Ношс', Эта 

алгебра изоморфна алгебре матриц размерности т х т с элементами из А. 

Построенная выше алгебра В является частью алгебры В!, порожденной 

всеми матрицами из Г(Hoт~) и оператором S. Алгебра В! устроена 

аналогично исходной алгебре В и является алгеброй типа B(HOM~,S). 

Если оператор Ь имеет вид аО +а!Т + ... +артР , то, выбрав т = р, получим, 

что Ь = do+ d!S. Оператор Ь более удобен для исследования, так как в нем 

оператор сдвига содержится только в первой степени. Заметим, что если 
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коэффициент ао у оператора Ь обратим, то обратим коэффициент do у 

оператора Ь , так как операторная матрица do треугольная и на ее диагонали 
1\ 

стоят обратимые элементы TJao ' Аналогично, если обратим коэффициент 

ар	 у оператора Ь, то обратим коэффициент dj у оператора Ь. 
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SUMMARY 

Let с; = (Е, М, р) Ье а соmр/ех vector bundle over М and let а : М ~ М 

Ье а continuous mapping. Some conditions which provide the invertibility of the 

operator Ь = ао + а Т in the space of L/c;) -эесйопв аге obtained.1 
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