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SUMMARY 
Let the differentia/ system х = (A(t) + B(t)u(t))x, х Е IИ,n. (:2: О. has bounded 

piecewise continuous square соетает твтсвз А and В and fet the contro/ matrix 
U Ье of the same (уре. /t is proved that this system is uniform/y g/obalfy attainabIe 
if the matrix В is uni(ormly integralfy nondegenerate. 
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о	 дискретно нормированной полугруппе 

1. Приведем некоторые определения и сформулируем леммы, которые 

легко доказываются. 

Пусть G - некоторая коммутативная мультипликативная группа. 

Определение 1. Дискретным нормированием группы G называется гомо­

морфизм vгруппы G на 12., такой, что v(xy) :::::v(x)+ v(y). 
Лемма 1. Множество, состоящее из тех элементов х Е G , для которых 

v(x):>- О, образует полугруппу. 

Определение 2. Множество, состоящее из тех элементов х, для которых 

v(х);::>: о образует полугруппу, называемую полугруппой нормирования. 

Определение 3. Коммутативная полугруппа А с сокращением называется 

дискретно нормированной, если существует такое дискретное нормирование 

v ее группы частных G, для которой А является полугруппой нормирования. 

Определение 4. Идеал М полугруппы А называется максимальным, если 

М*А и Мне содержится ни в каком другом идеале, отличном от А. 

Лемма 2. 1) Множество тех х Е G , для которых v (х ) > о I образует мак­

симальный идеал дискретно нормированной полугруппы А. Никаких других 

максимальных идеалов эта полугруппа не имеет; 
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2) v(х) == v(y) =::} хА == уА; 

3) Любой идеал в А имеет вид Мk == {х IX Е А; v ( х ) ~ k} ; 

4) М == хА, где v (х ) == 1 (такое х существует), Мk := x 
k А, т.е. все 

идеалы в А главные; 

5) M k == м", т.е. каждый идеал - степень максимального. 
Определение 5. Полугруппа А называется нётеровой, если любая возрас­

тающая цепочка ее идеалов стабилизируется или, иными словами, любое 

непустое подмножество идеалов содержит максимальный элемент. 

Определение 6. Идеал 1 полугруппы А называется конечно-порожденным, 

если 1:= x1Aux2A u ... uxkA. 

Лемма З. Если полугруппаА нёmeрова, та любой идеал в А конечно порожден. 

Определение 7. Радикалом идеала 1 называется множество 

r(I) == {xlx Е А, хn Е 1 для некоторого п > о} . 
Лемма 4. В нётвровой полугруппе А любой идеал 1 содержит некото­

рую степень своего радикала. 

Лемма 5. Радикал идеала 1 совпадает с пересечением всех простых 

идеалов, содержащих 1. 
11. Сформулируем и докажем основную теорему, анонсированную в [1]. 
Теорема. Пусть А - нётероев полугруппа с сокращением, с единицей, с 

единственным мексиыельным идеалом М, который является единствен­

НЫМ простым идеалом. Тогда следующие утверждения равносильны: 

1) А - дискретно нормированная полугруппа; 

11) М - глевный идеал; 

1/1) всякий ненулевой идеал является степенью м,' 

IV) существует такой элемент х Е А, что всякий ненулевой идеал в А 

k 
имеет вид хА, k ~ О. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. I => 11 - это установлено в лемме 2. 
Покажем, что 11 => 111. 

Для идеала 1"* О существует такое k, что Г:» / (1) == м", так как (по 

лемме 5) r(l) == М. 

Итак, 1с М, так как М-максимальный идеал, r
k (1) == м' с 1. Следо­

k 
вательно, М с 1 с М. ИЗ этого следует, что если мы будем брать 

М, м', ..., М! 
, ТО мы получим М· :2 1 и мН1 12.1. 

поскольку м == ХА и М':2 1 , а М' == х· А, то существует такое у Е 1, что 

S
У == х'а и у ~ Х·НА. Докажем, что а ~ М . Имеем у == xSa и у ~ x +

l А. Отсюда 

х·А ~ х'хА =::} а ~ ХА =::} а ~ М. Итак, получили, что аА - идеал, М - единст­

венный максимальный идеал и аА 5z М. Следовательно, аА == А. Значит, 

для а в полугруппе А существует обратный элемент a- 1
, Т.е. аа-1 == е. Этим 

мы доказали, что А - хА является группой. 
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Имеем у е х'а, уЕ1, а-· 1 EA~ уа- 1 Е], но уа- I ~XS. Следовательно, х' Е]. 

Итак, М" ~] _Мы получиnи, что М' ~ 1 и М' :=J] . Следовательно, М' ~] . 
Покажем, что 111::::::> IV. 

Пусть М=- м', Т.е. отсюда следует, что М3 =- и? .М=- м2 =-М , 
М3м' = • М =- м? =- М, ... Мы имеем, что всякий ненулевой идеал в полу­

группе А является степенью М иМ -м? =-М3 =-м' == .• _. Следовательно, в 

полугруппе А существует единственный нетривиальный идеал (это А1). Если 

х Е М, то множест~о хА является тоже идеалом. Докажем, что ХА *-А. Пусть 

хА =- А . Отсюда следует, что в полугруппе А существует обратный элемент для 

х. Имеем, х Е М, х- I Е А:::::> еЕ М И М =- А. Противоречие. Итак, ХА *- А. Так 

как М является единственным нетривиальным идеалом, то М =- хА . 

Пусть М"* м" . Докажем, что м: *-А. Пусть М? =- А ,Т.е. е Е м? . Имеем, 

е Е м? :::::> х Е М, х-1 Е М С А ~ е Е М. Если е Е М :::::> М =- А _ Противоре­

чие. Отсюда следует, что существует х Е М, Х ~ м? , Т.е. х Е М - м". Рас­
смотрим множество хА. Оно содержит х и, таким образом, является простым 

идеалом полугруппы А. Так как М является единственным простым идеалом, 

то	 М =-хА. Отсюда, м' =-(xA)k =-xkAk =-xkА. Итак, A1k =-xkА. 
kПокажем, что IV::::::> 1. Очевидно, что ХА =- М. Покажем, что x k А*- X +

1
А. 

k k laЕсли допустить противное, то x =-x ' и, следовательно, е =- ха. Отсюда 
А =еА =- хаА с хА =- М *-А. поэтому для пюбого у Е А существует ровно 

одно значение k со свойством уа == x k А. Положим v (У) =k . 

Если z - элемент из группы частных G полугруппы А, то z можно предста­

вить в виде z =- ab- I
, где а,Ь Е А . Положим v(z) =- v(а) - V(b) . Это опреде­

ление корректно, так как еспи z =-cd-1 
, то аЬ 1 =-са-1 ~ad =-Ьс ~v(a) +v(d) =­

=- v(Ь) + v(с) :::::> v(а) - v(Ь) =-v( с) - v(d) ~ v( аЬ -1) =-v(cd-1
) . 

Покажем, наконец, что А полугруппа нормирования v. 

v(ab- l
) ~O:::::> v(a)-v(b) ~ О:::::> v(a) ~ v(b):::::> а Е ЬА:::::> а =-Ьи, и Е А. Но тогда 

ьь:' == ььь:' =- И Е А. 
Теорема доказана. 
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