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А.А. Козлов, Е.К Макаров 

о равномерной глобальной достижимости 

линейных управляемых систем 

в невырожденном случае 

Рассмотрим линейную управляемую систему 
n

х = A(t)x+ B(t)u, х Е IR , и Е ~m, t ~ О, (1) 

с ограниченными кусочно-непрерывными коэффициентами. Если управление 

и в системе (1) задано по принципу линейной обратной связи и = U(t)x , где 

(т х п) -матрица И также предполагается ограниченной и кусочно-непре­

рывной, то система (1) переходит в однородную замкнутую систему с ограни­

ченными кусочно-непрерывными коэффициентами 

х = (A(t) + B(t)U(t))x I х Е IЖ.
n 

, t ~ О. (2) 

В системе (2) матрица И (коэффициент обратной связи) может, в свою оче­

редь, рассматриваться как новый управляющий параметр. Если найдется та­

кое кусочно-непрерывное и ограниченное управление и, что система (2) с 

этим управлением будет асимптотически эквивалентна любой наперед задан­

ной системе 

i = C(t)z , z Е IЖ.
n 

, t ~ О, (3) 

с кусочно-непрерывной и ограниченной матрицей С, Т.е. будет существовать 

преобразование Ляпунова [1], связывающее системы (2) и (3), то говорят [2], 
что система (2) обладает свойством глобальной ляпуновской приводимости. 

3аметим при этом, что в таком случае все ЛЯПУНО8ские инварианты системы 

(2) с управлением U и системы (3) будут совпадать. Поэтому свойство гло­

бальной ляпуновской приводимости также называют [3] свойством глобаль­

ной управляемости полной совокупности ляпуновских инвариантов. 

Система (2) называется а -равномерно глобально достижимой, если 

для любого r ~ 1 существует число d = d(r) > О такое, что для всякой 

(п х п) -матрицы Н, удовлетворяющей неравенствам IIHII s r и 

detH~ l1у > О, и любого to ~O найдется такое кусочно-непрерывное и огра­

ниченное на отрезке [to,to+а] управление И, удовлетворяющее условию 

IIU(t)lIsd для всех tE[to,to+a], при котором для матрицы Коши Xu(t,s), 
t,s ~O, системы (2) с этим управлением обеспечивается равенство 

Xu(to +a,to) = Н. (4)
 

Из основных свойств ляпуновских преобразований [4] вытекает (см. на­


пример, теорему 2 [5]), что глобальная достижимость является достаточным
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условием для глобальной ляпуновской приводимости систем. Свойство гло­

бальной достижимости, а также его локальный аналог фактически ис­

пользуются в работах [3, 5-8] для доказательства локальной и глобальной 

управляемости различных асимптотических инвариантов линейных диффе­

ренциальных систем. Сам же термин в контексте задачи локального управле­

ния ляпуновскими инвариантами введен в [6], а сформулированное выше оп­

ределение равномерной глобальной достижимости дано в [5]. 
В работе [9] показано, что в случае т = п ~ 2 если найдутся такие числа 

а > о и а> О, что для матрицы В системы (1) при любом 'о ~O будет вы­

'о +0" 
полнено неравенство f IdctB(t) Id't ~ а, то показатели Ляпунова системы 

(о 

(2) глобально управляемы. Оказывается, что при выполнении этих условий 

система (2) обладает также и свойством равномерной глобальной достижи­

мости, а значит и свойством глобальной управляемости полной совокупности 

ляпуновских инвариантов. Доказательству этого факта и посвящена настоя­

щая работа. 

1. Построение легального маршрута. Будем считать, что в пространстве 
n

I2. зафиксирован канонический ортонормированный базис е!, ... ,еn и связан­

ная с ним евклидова норма. Пусть М; - пространство вещественных матриц 

размерности п х п со спектральной операторной нормой, Т.е. нормой, индуци­

руемой на М; евклидовой нормой в jin, Е Е Мn - единичная матрица. Для 

произвольных i,j = 1,n обозначим через Еу Е Мn элементарную матрицу 

[1 О, с. 128] с единицей в i-ой строке иj-ом столбце, т.е. матрицу Еу := eie)". 

Пусть ~!, ... , ~l' 1 Е N, - последовательность векторов из lIt.п , а р - некото­

рое положительное число. Последовательность матриц Ро , ..., pz Е МN назы­

вается р-легальным маршрутом (относительно последовательности 

векторов ~j) [8], соединяющим точки РО и Pz, если выполнены нера­

- n ­
венства det~. ~ р, i = О, 1, и существуют такие векторы Щ Е IR , i = 1,1, что 

при каждом i=1J имеют место соотношения I~ -li-! =~iuT. Число 1 при 
этом будем называть длиной легального маршрута. 

Лемма 1. Пусть Г - ломаная в пространстве матриц Мn ' Если верши­

ны ломаной Г образуют р-легальный маршруm, то для любой матрицы С, 

лежащей на Г, выполняется неравенство detG~ р. 

Д о к а з а т е л ь с Т В О леммы почти дословно повторяет рассужден ия, 

проводимые в работе [9] при получении формулы (12), в которых следует 

лишь заменить е} на uj и е) (Н - Е) на и} и положить Рl = р. 

Замечание 1. Очевидно, что свойство р -легальности маршрута инва­

риантно относительно сопряжения, Т.е. если последовательность матриц P j , 

i = О, 1, составляет р-легальный маршрут относительно последовательности 

векторОВ~i' i = 1,1, то для любой невы рожденной матрицы F Е М'n по­

следовательность матриц Gi :=F-1IjF, i = 0,1, образует р-легальный мар­
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шрут относительно последовательности векторов rji = F-l~i' i = 1, 1, причем 

Gi-Gi-1=rjiVf, где vi=FТи;, i=1J, а векторы Ujопределяются исходным 

маршрутом. Заметим также, что если последовательностиматриц /j, i = О, /, 

и Rj , } = O,q, составляют р-легальные маршруты, соединяющие точки РО и 

Р! и Ro и Rq соответственно, и при этом выполняется равенство Р! = Ro, то 

последовательность матриц Po,...• Pz,R1, ... ,Rq образует р-легальный мар­

шрут длины 1+ q, соединяющий точки РО и Rq . 

Для любой матрицы R Е м; обозначим через (R)j Е М) матрицу, со­

ставленную из первых} строк и столбцов матрицы R, а через (RY Е М) ­

матрицу, составленную из последних} строк и столбцов матрицы R. 
Теорема 1. При всяком r > 1 для любой (n х n)-матрuцы Л Е Мn' удов­

летворяющей неравенствам IIЛII50г и dеtЛ::<': 1/r, существует р-ле­

2 
гвльный маршрут, где р = r -3n , длины /50 2n, соединяющий точки Е и Л 

При этом для всех i = 1, / имеют место оценки 

11и;11505г(n+1), II~iuТlI505r(n+1). (5) 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Возьмем произвольную матрицу Л Е Мп> удовле­

творяющую условиям теоремы. Пусть А i' j = 1, n, - ее собственные значения 

и А:= шах Iл.,.I, тогда для всех i = 1, п имеют место неравенства 
i=l ...n 

I л. г' Ч::<':j dеtЛ 1::<': 1/r, из которых в силу оценки [11, с. 359] Iл 150 IIЛII ~r сле­
дуют соотношения 

IЧ::<':г-
n =:rl' i=~. (6)
 

Пользуясь теоремой Шура об ортогональной триангуляризации [11, с. 101],
 
приведем матрицу Л Е Мn К вещественному блочно-верхнетреугольному ви­

ду, Т.е. найдем такую ортогональную матрицу О Е Мп » что выполняются ра­

1 т
венства ОЛО- = ала = Н, где Н - блочная верхнетреугольная матрица, 

диагональные блоки которой упорядочены следующим образом: вначале рас­

as I3sJполагаются (2х2)-блоки As = , где as Е IR, !3s > О, отвечающие не­[ -l3s a s 

вещественным парам комплексно-сопряженных собственных значений 

a s ±ips матрицы Н, далее - (1х1)-блоки, отвечающие отрицательным соб­

ственным значениям матрицы Н, и наконец, (1х1 )-блоки, отвечающие по­

ложительным собственным значениям матрицы Н Обозначим число блоков 

каждого вида соответственно через k, g и w, тогда g четное в силу соот­

ношений det Л> О и det As = а; + Р; > О, S = 1,k. Кроме того, ввиду нера­

венств (6), для диагональных блоков матрицы Н выполняются оценки 

detAs = Л/)"S =1 Л.i2':Г(, s = 1, k, (7) 
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1hss 1=1 л. s I 2 Гl , .'1' =2k + 1, п. (8) 

Обозначим через Н1 матрицу, состоящую из 2q первых строк матрицы 

Н и n-2q последних строк матрицы Е, где q := k + g/2. Пусть 

2s ____ 
.1(.'1'):= Е + IEii(H - Е), .'1' = 1, q, - последовательность блочных верхне­

i=l 

треугольных матриц, составленных из 2.'1' строк матрицы Н и п - 2.... строк 

матрицы Е (здесь и далее сумма по пустому множеству индексов считается 

2q 
нулевой), в частности, .1(0)= Е, J(q)=E+ IЕij(П-Е)= Н1 · Тогда, при­

j=l 

меняя формулы (7) и (8), для определителей матриц .1(.'1'), .'1' = 1, q, имеем 

S 

оценки detJ(O) =detE = 1, detJ(s) =det(H)2s det(E)n-2s =П detA i 2 
i=l 

2: r?s 2:r?k 2r?n при всех 1 :::; .'1':::; k и detJ(s) = det(H)2s det(E)n-2s 2r?n. 

2s 2 2s 2( k) . П Гl п П 21)2nr1
g 2ГlЗn при всех k < .'1':::; q.1hii = h iil21)2n r1 s-


i=2k+l j=2k+l
 

Пусть h:= тах 1~'j 1. Положив тj.:= тах{ 1,h} + h2s-12s +1 для всех 
j=1 ...2q 

s = 1, q, обозначим через Н2 матрицу, образованную из матрицы Н1 заменой 

диагональных ЭЛементов h ii , i = 1, 2q, нулями, а элементов h2s-12s и 

h2s2s-1, .'1' = 1,q, числами т, и -тs соответственно, Т.е. матрицу 

q 
Н2 := Н} -diag(hll, ...,h2q2q,0,... ,0)- I(Epd(hpd -ms)+Еdр(ms - hpd))' где 

s=l 
p=p(s):=2s-1, d=d(s):=2s. 

Зафиксируем произвольное sE{1, ... ,q}. Определим матрицы ~=~(s), 

i = О, 4, равенствами Ro := J(s -1), R1 := Ro + ЕррН2 , R2 := R} + 

+ Edd(H2 + (hdd-1)E), Rз := R2 + Epp((hpp -1)Е + (hpd -тs)Ерd), 14:= 
:= Rз + (тs - hpd )Edp = detJ1(s) при 1 :::; s :::; k и R4 :=Rз + тsEdp = detJ(s) при 

k < .'1' :::; q. Поскольку матрица Н1 - блочно-верхнетреугольная, то, применяя 

формулу разложения определителя по столбцам, легко убедиться в спра­

ведливости соотношений detRo=detJ(s-1), detR1=detJ(s-1), detR2 = 
= (hdd + т;)detJ(s --1) 2detJ(s --1), dеtRз = (hpphdd + ms hpd) detJ(s -1) 2: 

2 (hpphdd + h~d)detJ(s -1) 2detJ(s), det~ =(hpphdd + h~d)detJ(s -1) = 

=detJ(s) прИ1:::;s:::;k и detR4=hpphdddetJ(s-1)=dеtJ(s)приk<s:::;q. 

Взяв р:= min{r?n, г: 1} = ГlЗ n > О, получим оценку det Ri 2 р, i = 0,4. 

ИЗ нее и верных при всех i=1,4 равенств R j(s)-R j _ 1(s) = 
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=~j(s)uT(s)=~juT, где ~2j-l:=e2s-1, ~2j:=e2s' j=-I,2, u];=-Hle2s- 1' 

И2 := (ЯI + (h2s2s- 1)E)e2s' Из:== «h2s--)2s~Гl)E + (h2s-12s- тs )E2s2s-])e2s~~I' 

И4 :=- (ms - h2s-12s )e2s-1 при 1 s s s k и U4:== mse2s-] при k < s s q, следует, 

что для каждого s =- l,q матрицы Rj =- Rj(s), i =- О, 4, образуют р-легальный 

маршрут относительно векторов ~i(S), i = 1,4, соединяющий точки J(s - 1) и 

J(s). Тогда в силу замечания 1 последовательность матриц 

Ro(1)=J(O) = Е, R](I), ... , R4(1) = Ro(2), Rl (2 ), ... , Rз (q) , R4 (q ) =- Н1 об­

разует р-легальный маршрут, соединяющий точки Е и Н1 , длина которого рав­

на	 4q =- 2(2k + g) == 2(n - w). 

Для произвольнаго иенулевого вектора г Е IR положим 

Y=-(Yl, ... ,yn{:=-(H-E)z, тогда из определения матрицы Я1 получим со­
2q п 

отношения II(H1-Е)zlе=-IуГsIу1=IJ(Н-Е)zН
2 , и, переходя к мат­

i=1 j=1 

ричным нормам, а таюке учитывая ортогональность матрицы О, неравенства 

IIH1-ЕI/sIIН -EII и 

IIH111 s IIH 11 + 2 =- Ilоло- 11 1 + 2 =- [А] + 2sr + 2s3r. (9) 
Поскольку модуль элемента матрицы не превосходит спектральной нормы 

этой матрицы [11, с. 378], имеют место оценки 

IhylsllН1lsг, i=-l,n, j=l,n,	 (10) 

из которых вытекают верные при любых я = l,q соотношения 

I+h2s-12s ± ms !s r + 1s 2г. Используя последнее неравенство, формулы (9) и 

(10), соотношение между столбцевой и операторной нормами матрицы [11, 

с. 378], а таюке определение величины h, для матрицы ЯI получим оценку 

IIЯЛI = IIH211s IIH 111+ Hdiag(ht ),...,h2q2q,O,... ,0)11 + 
q 

+ III (Epd(hpd -ms) + Edp(ms -hpd ))lIs3r+';;; h+ 4qr s 
s=1 

s(3+4n)r + ~r s (5n+3)г. 
Отсюда с учетом соотношений (1О) следуют неравенства НИl (8)11:s; 

l'	 Тs IIH21111e2s-1tl s (5n + 3)г, IIU2 (8)11:s; (1IH2 11+Ih2s2s-1111ЕJI)llе2sll s 5(n +1)г, 

IIUз(s)11 s (1 h2s-l2s-Г l1IIE II+IJl2s - 12s- ms IIIE2s2s-111) Ile2s-]1I s 4г, IIИ4 (s) 11:s; 
:s;1 »ч- h2s-12s III e2s- 111s 2г при 1 s s s k и Ilщ(s)lI~ Тns IlIe2v-lll~ hы-l~ I+­

+1ms-h2s-12sls3r при k < я s q, Т.е. при любых i = 1,4 и s =- 1, q имеют ме­

сто оценки 

IIuj(s)lls5(n+l)r, (11) 

II~i(8)uT (s) IIslI~i(s) 1111 UТ (8)11==1 uт (s) Ils5(n +1)у. (12) 
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i 
Рассмотрим матрицы Gi:= Н1 + 'LE2q+s2q+s(H - Е), i = О, w, составлен­

гl 

ные из 2q + i первых строк матрицы Н и последних w - i строк матрицы Е, в 

частности, СО = Н1 , Cw = н Очевидно, матрицы С, являются блочно­

верхнетреугольными с двумя блоками (H)2q+i и (E)W-i на диагонали. Тогда 

в силу формул (7) и (8) выполняются оценки detGo = det H 1 ~ р, 

. k 2q 2ц+' 2q 2q+i 
detGi = dеt(Н)2q+i dct(E) w-/ = П detAs П h:"s П hss 2 r12n П ,hss 1 П I hss 12 

s=l s=2k+1 s=2q+\ s=2k+1 s=2q+1 

~1)2n'i2q+i-2k ~г?nгг-2k ~p, i=1,w. По определению матриц Ci имеем со­

отношения Ci-Ci - 1 =e2Q+ierQ+i(H-Е)=';4q+iUrq+i' где ';4Q+i:=e2q+i, 

u4q+t :=(НТ 
-E)e2q+i' i = 1,w. Отсюда и из последних оценок следует, что 

матрицы C i , i = О, w, образуют р-легальный маршрут относительно после­

довательности векторов ';4q+i, i = 1,w, соединяющий точки Н1 и Н. При этом 

для всех i = 1,w выполняются неравенства 

l!u4Q+ill=II(H
Т 

-Е)е2q+ill:оо,;IIН 
Т 

-ЕII:оо,;IIНJI+1:оо,;2г, (13) 

11';4q+iurQ+ill:oo,; Ile2q+ ill (IIНJI +1) ~ 2r. (14) 

Обозначим 1:=4q+w=2(n-w)+w~2n, P4Q+i:=Gi, i=l,w. Тогда после­

довательность матриц {J}}~=o образует р-легальный маршрут, соединяющий 

точки Е и 11 Отсюда следует, что и последовательность матриц 0-lJ} О, 

i = О, 1, образует р-легальный маршрут, соединяющий точки 0-1ЕО = Е и 

олно-г ь; в силу замечания 1, при этом из оценок (11), (12), (13) и (14) для 

всех i=1,1 вытекают соотношения IIVill=IIОТщll= =llщlls5г(n+l), 

IllltVT11 =110-1~t (оТ щ{11 ~ 110-11111~tuГIIIIОII:оо,; 5r(n +]). Теорема 1 доказана. 
2. Теорема о глобальной достижимости. Пусть X(to,t), to,t~O, - мат­

рица Коши системы (2) с нулевым управлением, тогда для любых (о , t,s ~O 

положим Q(tо,t):=Х(tо,t)В(t), 8(t):=sign (detQ(to,t)), 

t 
J(s,t):= Л det Q(tO, 1:)1 а: и обозначим через Q"Y(to,t) присоединенную [11, с. 33] 

s 

к матрице (;5./o,t) матрицу, Т.е. матрицу, состоящую из алгебраических допол­

нений матрицы (;5'/0,1). 

Кусочно-непрерывную матричную функцию В: [0,+00) -} МN будем назы­

вать равномерно интегрально невырожденной, если существуют такие 

числа а > О И а> О, что для любого {о ~O выполнено неравенство 
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- -

'о + о"
J IdetB(.)j d. га. (15) 
(о 

Теорема 2. Пусть т = п. Если матрица В системы (1) а-равномерно 

интегрально нвеьцзождене, то соответствующая замкнутая система (2) 
является а-равномерно глобально достижимой. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Пусть для системы (1) выполняются условия тео­

ремы 2. Возьмем любые число r 2 1 и матрицу Л, удовлетворяющую нера­

венствам IIЛII:<::::г и dеtлгг-1 . Зафиксируем произвольное 'огО и рассмот­

рим на отрезке 1:= ['о, 'о + о" 1 матричную задачу управления 

Y=A(t)Y+B(t)V, УЕМ,!, (16) 

У('о) = Е, У('о + 0") = Л. (17) 
Используя подход, описанный в теореме 1 работы [9], будем искать такое 

кусочно-непрерывное управление V(t), удовлетворяющее задаче (16), (17), 
чтобы матрица у(,) была обратимой при всех' Е ['0,10 + 0"] и для некоторых 

положительных чисел У1, У2 при любом t Е 1 были справедливы соотношения 

Ily-l(t)fl:<::::Уl и II V(t) 11:<:::: У2' Если управление Vстакими свойствами построе­

но, то для кусочно-непрерывной функции U(t):= V(t)y-l(t) на отрез-ке 

[to,to+O"] получим равномерную по to оценку IIU(t)II:<::::IIV(I)lllly-l(t)II~ 
:<:::: YIY2, означающую ограниченность U(t) на этом отрезке, и выполнение ра­

венства Y(t) = A(t)Y(t) + B(t)V(t) = (A(t) + B(t)U(I»y(t) , из которого с учетом 

(17) будет вытекать тождество y(t) == Xu(t,to) и обеспечиваться соотно­

шение Хи (to +O",to) = Л, устанавливающие а-равномерную глобальную дос­

тижимость системы (2).' Покажем, что управление, обладающее всеми ука­

занными свойствами, существует. 

Поскольку элемент матрицы не превосходит спектральной нормы этой 

матрицы [11, с. 378], для всех tE(O,t-oo) выполняется неравенство SpA(t):<::::nq 

где а:= sup {IIA(t)II, tZO}. Тогда, полагая Л 1 : = X(to,!o + О")Л, С учетом оцен­

ки liА JII:<::::IIХ(tо,tо+0")IIIIЛII:<::::гехр(аО")<гехр(аncr)=:Г2 и в силу формулы 

Лиувилля-Остроградского [12, с. 77] получим верные при всяком 10гО соот­

to +0" 
ношения dсtЛ 1= det(X(to,to + О")Л)гг -1 ехр( f SpА(.) d't)z ri1, из которых 

(о 

следует, что матрица Л 1 удовлетворяет условиям теоремы 1. 
В соответствии с этой теоремой для матрицы Л1 построим р-легальный мар­

шрут {lf}~=o, соединяющий точки Е и Л 1 И векторы ';; и щ, i=1J, его опреде­
ляющие. При этом ввиду формул (5) будем иметь оценки 

Ilщll:<:::: (5n +5)r2 =: ~1(r) = ~1' ll~i uTII:<:::: ~1' i = 1,1. (18) 
Из доказательства теоремы 1 [9] следует, что в силу выполнения нера­

венства (15) найдутся такие число ~ > О, зависящее от а., и точки

'i Е ['o,to + 0"], i = О, 1, 'z:= to + 0", что для всех i = 1, 1 имеют место со­
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отношения P/I. Всюду далее будем считать точки t; Е 1, i = 1,1, .1(ti_1,t;) ~ 

фиксированными. 

Очевидно, что матрица Y(t) тогда и только тогда удовлетворяет урав­

нению (16), когда матрица G(t) = X(to,t)Y(t) является решением уравнения 

а = Q(to,t)V, t Е [/0, to +0"], (19) 

в котором матричный коэффициент Q(to,t) кусочно-непрерывен и удовлет­

воряет оценке IIQ(to,t)11 = IIX(to,t)B(t)/I:::; Ьехр(аО"), где Ь:= sup{IIB(t) 11, 
t~O}, при этом между начальным и конечным значениями решений систем 

(16) и (19) будут иметь место равенства Y(to) = G(to) и Y(to + 0") = 

=X(to + O",to) G(to + 0"). 

Определим при каждом i = 1, 1 для всех t Е [t;-l' ti ] управление V равен­

ствами V(t)=f;(t).1-1(t;_1,t;)QУ'(tО,t)~iUТ. Тогда из ограниченности и кусоч­

ной непрерывности матричного коэффициента Q, определения матрицы QY' 
и оценки (18) следует ограниченность и кусочная непрерывность выбранного 

управления V. Используя верное при любых to, t ~ О для присоединенной 

матрицы QY'(to,t) равенство [11, с. 34] Q(to,t)QY'(to'!) = 
= EdetQ(to,t), уравнение (19) с управлением V=V(t) на всяком отрезке 

[ti-l,t i ] , i = 1,1, представим в виде 

G= .1-] (ti-l ,t j ) Idet Q(to ,t) I~i иТ. (20) 

Так как при t Е [tH, t;J, i = 1,1, для любого решения системы (20) выпол­

няются соотношения G(t) =: G(ti-l) + /1i(t)~iuT, где /1;(t):= 

t 
:=J-1(ti-l,tj) f IdetQ(to,'t) I d7:, и при этом /1i(t;) = 1, то для решения сис­

l i - 1 

темы (20) с начальным условием G(to) = Е будут справедливы равенства 

i т ­
G(ti ) = Е + L~iЩ =: Р;, i = 0,1. Отсюда следует, что решение системы (20) с 

j=l 

указанным начальным условием имеет вид 

G(t)=~'-l+/1;(t)(Р;-Р;-l)' tE[ti-l,tj], i=l,l, (21) 

причем G(t() = ро = Е и G(to + 0") = G(t,) = pz = Л1 · 

Легко заметить, что траектория решения G(t) на отрезке [to, to + 0"] есть 

ломаная Г с вершинами ро = Е, ~ , ... , pz =Л]. Тогда, поскольку по­

следовательность матриц Р; i = О, 1, образует р-легальный маршрут, сое­

диняющий точки Е и Л 1 , где число Р = r2-З n 
2 

в силу теоремы 1, из леммы 1 

вытекает, что для произвольной матрицы D Е Г выполняется неравенство 

detl)~p. (22) 

Так как всякая матрица Е), лежащая на i-OM звене ломаной Г, i = 1, 1, име­
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i-1 
ет вид D = Е + L~jUJ + S~i иТ при некотором S Е [0,1], то из соотношений 

j=1 

(18) инеравенства 1~ 2п, установленного теоремой 1, вытекает оценка 

i-l т Т 1 Т 
IIDII=IIE+ L~jUj +S~iЩ 11~1+ LII~iЩ 11~1j31 +1~2пjЗ1 +1. ИЗ нее и форму­

j=1 i=1 
лы (22) в силу замечания 1 работы [3] следуют неравенства 

IID-111~ IIDlln-
J IdetD гl~(l + 2пРl)n-l р-l. Поскольку при каждом 

t Е [tO,to + 0"] матрица G(t) совпадает с одной из матриц D, принадлежащих 

ломаной Г, то G(t) обратима для любого t Е 1 и имеет место равномерная по 

(о оценка G-1 (t) ::;; (l + 2nР1 )n-lр- l . Поэтому ввиду равенства 

G(/) = X(/o,/)Y(/) матрица Y(t) обратима для всех 1Е [1o, 10 + 0"], и вы­

полняются независящие от to ~O неравенства Ilr1(t)11~llcтl(t)III~(to,t)11 ~ 

~ exp(aO")(l + 2nРl (г))n-l р-l(т) =: Уl (г). 

Кроме того, в силу соотношений (18) для любого 10 ~O при всех 

IE[to,lo+cr] управление V удовлетворяет неравенствам 11 V(t)11 ~ 

~ m~хll.гl(/i-1,/i)QV (to,/)~iuТlI ~1j3-JIIQv (/o,t)IIII~iUТlI ~2прjЗ-1IЗ1 (г) =: У2(Г)' где 
i=l,l 

р > о - число, существующее в силу ограниченности матрицы QV и обеспе­

чивающее оценку IIQV (10,/)11 <р на всей ее области определения. 

Так как величины У1 и 12 зависят только r и справедливы равенства 

Y(/o) = G(tO) = Е , Y(/O + 0") = Х(lо + O",lo)G(/O + а) = Х(lо + <J,tо)Л 1= 
= X(to +a,to)X(/o,/o +а)Л = Л, то выполняются все требуемые условия на 

матрицу управления V. Поэтому построенное управление V(t) является иско­

мым. Теорема 2 доказана. 

Следствие 1. Пусть т -г- п. Если матрица В системы (1) равномерно 

интегрально нввырождвнв, то полная совокупность ляпуновских инвариан­

тов системы (2) глобально управляема. 

Работа выполнена в рамках Государственной программы фундаменталь­
ных исследований «Математические модели». 
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SUMMARY 
Let the differentia/ system х = (A(t) + B(t)u(t))x, х Е IИ,n. (:2: О. has bounded 

piecewise continuous square соетает твтсвз А and В and fet the contro/ matrix 
U Ье of the same (уре. /t is proved that this system is uniform/y g/obalfy attainabIe 
if the matrix В is uni(ormly integralfy nondegenerate. 
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д.ю. Гиряев, м.и. Наумик 

о	 дискретно нормированной полугруппе 

1. Приведем некоторые определения и сформулируем леммы, которые 

легко доказываются. 

Пусть G - некоторая коммутативная мультипликативная группа. 

Определение 1. Дискретным нормированием группы G называется гомо­

морфизм vгруппы G на 12., такой, что v(xy) :::::v(x)+ v(y). 
Лемма 1. Множество, состоящее из тех элементов х Е G , для которых 

v(x):>- О, образует полугруппу. 

Определение 2. Множество, состоящее из тех элементов х, для которых 

v(х);::>: о образует полугруппу, называемую полугруппой нормирования. 

Определение 3. Коммутативная полугруппа А с сокращением называется 

дискретно нормированной, если существует такое дискретное нормирование 

v ее группы частных G, для которой А является полугруппой нормирования. 

Определение 4. Идеал М полугруппы А называется максимальным, если 

М*А и Мне содержится ни в каком другом идеале, отличном от А. 

Лемма 2. 1) Множество тех х Е G , для которых v (х ) > о I образует мак­

симальный идеал дискретно нормированной полугруппы А. Никаких других 

максимальных идеалов эта полугруппа не имеет; 
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