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Об одной двумерной модели 
процентной ставки 

Мы рассматриваем класс двухфакторных моделей процесса процентной 
ставки, в котором динамические движения переменных состояния описыва-
ются стохастическими дифференциальными уравнениями. Отношение между 
параметрами в этих моделях и, следовательно, специальное функциональ-
ное выражение переменных состояния, определяется, когда мы получаем 
формулы в аналитическом виде для цены облигаций, свободных от дефолта 
с нулевым купоном, используя фундаментальное дифференциальное урав-
нение в частных производных для цены облигаций. 

Определение двухфакторной модели 
Предположим, что процесс безрисковой краткосрочной процентной ставки 

r(t) и другая переменная состояния <fi(t) управляются стохастическими 
дифференциальными уравнениями: 

\dr{t) = ц, (t,r, Ф)Л + а, (г, ф, t)dw, (0, 

= ц2 (t, г, ф)Л + а2(г, ф, t)dw2 (t), 

где функции дрейфа и волатильности определены следующим образом: 

H,(t,r, ф) = а,(0 + b,(t)r(t) + c , ( 0 m <r?(t,r, ф) = dx(t) + ei(t)r(t) + Шф{1), 

M2(t, г, ф) = a2(t) + b2(t)r(t) + сг(і)ф(і), a\(t,r, ф) = d2(t) + e2(t)r(t) + /г(()ф(1), 

w,(0, w2(t) - независимые стандартные одномерные броуновские движения 
по нейтральной к риску мере Q. 

Утверждение. При выполнении условий: 
1. а) для всех r(t), ¢(/) таких, что а^,г,ф) = 0, выполняется 

g'2(0^/l2(0 < e,(t)^(t,r, ф) + mn2{t, г, ф) ; (2) 

б) для всех r(t), ф{0 таких, что а2(t,r, ¢) = 0, выполняется 

e22(t)y22(t) < ^ r J ) + f 2 ( t ) M 2 Г ; ф ) . (3) 

2. а)если / j (/) то для некоторого £>0 *[ёо^{і,г,ф) = о2(і,г,ф), то есть 

sd\ (0 = d2 (0, ее, it) = е2 (/), 4х (0 = /2(0^0 ; (4) 

б) если е2(0*0, то для некоторого е > 0 (/, г, ф) = а2 (t, г, ф), то есть 
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erf, (0 = d2 (О, щ (О = е2 (0 ^ ( 0 = / 2 (0 , (5) 

существует единственное (строгое) решение (r(0, ¢(0) в области 
{£> = (К0,^(0)е Я2, ст*{?,г,ф) > 0, а\{і,г,ф) > 0} стохастического дифференци-
ального уравнения (1). Кроме того, для этого решения (КО. ¢(0) МЬ| имеем 
° f ( ^ ,¢ ) > 0, f 2 ¢) > 0 Для в с е х f почти наверное. 

Д о к а з а т е л ь с т в о: • следует из теоремы о существовании решения 
[1, с. 388]в 

Условия утверждения позволяют получить область определения процес-
сов г(0 и ¢(/). 

Если rf,(0 + ^ (0 -K0 + / i(0- ¢(0 = 0 . то для любого f, такого, что f x ( 0 * 0 . 
выразим из последнего уравнения ^ 0 - - ( ^ ( 0 + e,(0-K0)//i(0- Подставив 
это выражение в неравенство (2), получим: 

КО еМ — с2(/) — /,(0 + ь2(0/(0 

. м 2U т -0 , (0^ (0-^ (0 / , (0 -

Если rf2(0 + е2(ОКО + / 2 ( 0 ^ 0 = 0. т ° Для любого f, такого, что е2(0*0, 
имеем r(0 = -(rf2(0 + /2(0-¢(0)/4(0 • Подставив это выражение в неравенство 
(3), получим: 

¢(0 с, (0е2 (0 + / ( 0 С2(0 -О,(0 7Т— 
е2(0 

\\ 

/У 

> * M ± m + d 2 ( t ) 

е2(0 _ 
- a,(t)e2(t) - a2(t)f2(t). 

Дифференциальное уравнение в частных производных для цены об-
лигации 

Свободная от дефолта с нулевым купоном облигация с моментом погаше-
ния Т является ценной бумагой, по которой выплачивается 1 денежная еди-
ница в момент времени Т. Обозначим цену такой облигации в момент t < Т 
через P(t, 7). Тогда в момент времени Г имеем Р(7", 7)=1. 

Предположим, что цена P(t, 7) является функцией переменных состояния 
i\t) и ¢(0, которые определяются формулой (1). Тогда фундаментальное 
дифференциальное уравнение в частных производных для цены P(t,T), сво-
бодной от дефолта с нулевым купоном облигации по нейтральной к риску ме-
ре Q, имеет вид [2, с. 7]: 

дР дР дР 1 
+ 11. + LI*. + — • 

Ы 1 дг дф 2 

2 д2р^ 2 д2Р 
-г-Р = О, Р{Т,Т) = \. (6) 

/ 

Будем искать решение уравнения (6) в экспоненциально-аффинной форме: 
P(t, Т, г, ф) = ехр(Дг, Т) + B(t, T)r + C(t, Т)ф). (7) 
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Подставляя эту функциональную форму в уравнение (6), мы приходим к 
уравнению: 

~ + B(t) а, (0 + C(t) а2 (/) + Цв2 (0 dx (/) + С2 (/) d2 (/))+ 
dt 2 

~dB 
+ r 

+ ф 

л + B(t)bt (0 + C(t)b2 (t) + і(я2 (/)e, (О + С2 (0 е2 (/))-1 

Щ - + В ( 0 С, ( О + С(0 С2 со + ~(в2 (О / , ( / )+с2 (О Л (о) 
dt 2 

(8) 

= 0. 

Поскольку /47,7) = 1, то мы имеем граничные условия: А(Т,Т) = 0, 
В(Т,Т) = 0, С(Т,Т) = 0. 

Полагаем, что / , ( / ) ^0 и e2(t) Ф 0. Тогда из второго условия утверждения 

а2(і,г,ф) = л/ёа^^ф) и выражение (8) примет вид: 

dA 

dt 
• B{t)a,{t) + C(t)a2 ОГ) + (/) + £С2 (/))+ 

+ r 
dB 

• £(/)6, (/) + C{t)b2 {t) +e-f-(B\t) + sC2 (/))- (9) 

= 0. ~dC_ 

_dt " — ' 2 

Для фиксированного Г сделаем замену переменных: r = T - t , г > 0 . Так 
как уравнение (8) справедливо для любых г и ф, то 

- + В(/)с, (/) + С(/)с2 (/) + ^ ( й 2 ( / ) + £С2 (/)) 

— = 5(г)а, (г ) + С{т)а2 (г ) + - ^ ( я 2 (г ) + е С2 (г)), 
аг 2 
^ = ( г ) + С{т)Ь2 ( г ) + ^ (в2т) + £ С2 ( г ) ) - 1 , 
ат I 

= 5(г)с, (г ) + С(г)с2 (г ) + ^ (В2 (г ) + * С12 (г)), 
dt 2 

(10) 

Л(0) = Я(0) = С(0) = 0. 

В общем случае система дифференциальных уравнений в квадратурах 
неразрешима. Поэтому рассмотрим случай решения системы (10), определяя 
особым образом отношения между параметрами в модели, чтобы получить 
формулы в аналитическом виде для цены облигаций. 

Чтобы определить функциональную зависимость между В(т) и С(г), мы 
нашли решение второго и третьего уравнения системы (10) в виде ряда по т: 

Поэтому предположим, что 

С(т) = В(т)діт + д2т2, (11) 

где «у,, д2 - некоторые постоянные. Тогда уравнения системы (10) примут 
вид: 
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^- = B2(T)^P-(\+sqy)+B(T)(al(t) + qia2(r)r + q1q2£dl(Ty) 
ат 2 

+ 
(12) 

dB 
= В1 ( r ) ^ ( l + sq\rг)+ В{Т)(Ь, (t) + q,b2 {r)r + q,q2ee, (r)r3) 

dr 2 
+ 

(13) 
+ -Ч22£е,(т)т4 +д2Ь2(т)т2 -1, 

dB 

dr 
) + 5 ( 0 = B 2 ( T ) ^ - { \ + £ q 2 r 2 

2 q,T 

2 <7, qx 

+ с2(т) + д2£/1(т)т2 + 
(14) 

Чтобы система (10), с учетом наших предположений, была совместна, не-
обходимо, чтобы соответствующие коэффициенты при степенях В(т) в урав-
нениях (13) и (14) были равны, т.е. 

2qxT 

2,2 

1 с, (г) — а, л (г) + q,b2 (г)г + q,q2e е, (г)г3 = -J——2L + С2 ( г ) + ̂  / ; ( г )г2, 

+ q2b2(r)r2 -1 = ±-q\e/^У +^с2(т)т-^. 
2 2 qx qx 

Выполнив необходимые преобразования, мы имеем: 
<7i 

= , <?, = 2<72, с2(т) = ЧіЬ2{т)т, c,(r) = ^ ( ^ ( r ) r + l). 
Уравнение (13) имеет вид: 

dB 
— = В2 {т)х2 ( г ) + В(т)х, (г) + х0 ( г ) , где 
dt 

х2 (т) = ̂ у ^ 1 + ). О) = b, (г) + q,b2 (т)т + е, (г)г3, 

x0(j) = ^q22eex{T)T* + q2b2{r)T2 -1. 

(13') 

(15) 

Это нелинейное дифференциальное уравнение - уравнение Риккати. При 
произвольных функциях оно в квадратурах не интегрируется [3, с. 14]. 

Перейдем к новой переменной г(г) [3, с. 16]: z(r) = ехр(- J J C 2 ( « ) 5 ( м ) ^ м ) . 

Тогда уравнение (13') преобразуется к линейному однородному уравнению 
второго порядка: 

d z f dx 

dr 
+ x2(r)x, ( r ) I • + x2 (R)x0 (T)Z(T) = 0 . 

J dr 
(16) 
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Чтобы найти аналитическое решение уравнения (16), мы будем полагать, 
что х2(т) = х2, ^ 0 ) = ^ , х0(г) = х0, то есть постоянные функции. В этом слу-
чае общее решение уравнения (13') имеет вид [3, с. 158]: 
1) если xf - 4 Х 2 Х 0 > 0 , ТО 

z(r) = expf^* , ) Cj e x p f ^ x 2 -4x2x0 1 + C2 exp - 4 X 2 X 0 

2) если x,2 -4x2x0 < 0 , TO 

Z(T) = exp| -x, C, sinj ^ 4 X 2 X 0 - x\ +C2 cosf •^•\]4X2X0 - x f 

3) если xf -4x2x0 = 0 , TO Z(T) = exp - x , ( c ^ + c j , 
J 

где С, и C2 - произвольные постоянные. 

Вернемся к функции 2?(г): В(т) = -
1 

X2(T)Z(T) d-U 
. Учитывая начальное усло-

вие В(0) = 0, получаем начальное условие для функции z(t) : —z (0) = 0. Это 
dr 

позволяет нам найти соотношение между Q и С2: 

1) если х,2 -4Х2Х0 >0 , то ~4Х2Х0 = ~4х2хо 

2) если xf - 4 Х 2 Х 0 < 0 , ТО С 2 Х , = -С^4х2х0 - x j 2 , 

3) если х2 - 4Х2Х0 = 0 , ТО С2Х, = - 2С , . 

Подставив в выражение функции Л(г) соответствующую функцию z(r) и 
учитывая соотношения между С, и С2 , получим, что решение уравнения (13') 
имеет вид: 
1) если х2 -4Х2Х0 > 0 , то 

2х0 - ехр^- Гд/xf -4Х2Х0 J 
В(т) = -

X! - - 4 Х 2 Х 0 - ^ Х ; + д/xf -4х2х0 j ехр^- r^jxf -4х2х0 

Свойства функции В(т): 

(17) 

. xl+Jxx —4х2х0 , 1 
а) если — > о. то при т - , In 

X ! -д/х,2 - 4 Х 2 Х 0 

функция Л(г) не определена; 

2х„ 

Г2 Х ^ Д / Х , — 4 Х 2 Х 0 

х, — ̂ x f 4х2Х0 

б) S(r)-
Х( - ijxf-4Х2Х0 
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dB в) так как — = 
dr 

- 4х0 (.х2 - 4Х2Х0)ехр[ - т^х2 -4х2х0 

хх -4Х2Х0 - f x , + Vх)2
 ~4Х2ХО ] е х р [ - 4 х 2 х , 

, то 

при х0 > 0 функция B(j) убывает, при х0 < 0 функция В(т) возрастает на об-
ласти определения; 
2) если х\ -4Х2Х0 < 0 , то 

2хп 
В(т) = -

х, + ^4хгх0 -Х2ctg\~yj4x2xrj 

(17') 

Свойства функции В(т): 

( f 
2 

а) при т - , m-arctg 

л/4лг2хо ~xt \ 

•yj х1 
\ \ 

j) 

, keZ функция В(т) не оп-

ределена; 

б) так как dB 

dr 

-x0(4x2x0-xf]l + tg2 ^yj4х2х0 

Х, + J4x2x0-x; ctg\ ^4Х2Х0 -Х2 

\ 2 

tg*I Jij4x2x0-xf 

то при x0 >0 функция В(т) убывает, при x0 <0 функция В(т) возрастает на 
области определения; 
3) если х2 - 4Х2Х0 = 0 , то С2Х, = -2С]. 

(2-дс.т) 
(17") 

Свойства функции fi(r): 

а) при т - — функция В(т) не определена; 

б) В(т)-
1х Т-»С0 ^ _ 

. dB 4хп „ . ч в) так как — = г-, то при х 0 >0 функция В(т) возрастает, а при 
dr (2-х ,г) 

х0 <0 функция В{т) убывает на (0,г*)и(г*,+оо). 
Следует отметить, что из экономических соображений подбирать пара-

метры модели необходимо таким образом, чтобы функция В(т) была отрица-
тельна при всех г >0 , так как с увеличением процентной ставки цена облига-
ции не должна увеличиваться. Анализ показывает, что только функция (17) 
при х0 >0, х2 <0 , и любомх, удовлетворяет этим условиям. 

Решение уравнения (12) имеет вид: 
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А(т) = J В2 (u)^-(l + eq2u2)iu + }fi(")U (и) + д,я2(и)и + -q2edl{u)uAdu 

Л » 

(18) 

В силу того, что х2(т), х,(0 , х0(г) — постоянные функции, то из (15) полу-
чим: 

l + e q y q^r 4 

* / ч , , , q\2ее,(т)т3 

bl{T) = x]-qibi (т)т ^ . 

Таким образом, мы получили модель временной структуры, в которой цена 
свободной от дефолта дисконтной облигации определяется выражением; 

P{t, Т,г ,ф) = Р(Т -1, г, ф) = Р(т, г, ф) = ехр(Л(г) + В(т)г + С{т)ф), 

где функции Л(г), 5(г), С(т) определяются формулами (18), (17), (11). При 
этом основные динамические движения краткосрочной ставки и другой пере-
менной состояния управляются стохастическими дифференциальными урав-
нениями: 

\dr(t) = fii(t,rj)dt + a(rj,t)dwl(t), 

УфіО = fi2 (t, r, ф)Л + 4ёа(г, ф, t)dw2 (t), 

где Mi(t,г,Ф) = ^(/) + Ъ{(t)r(t) + <7,(b,(/)/ + \)ф(1) ; 

Мг ('> г,ф) = а2 (0 + Ь2 (0 г+ q,tb2 (О Ф(0 I °(.1,г,ф) = J~d~Jt) + е, (t)r(t) + qxt е, (t) ф(і) ; 

^,(0. Ь2(т), й,(т) имеют вид, определяемый выражениями (19), где парамет-
ры х0, х2 удовлетворяют неравенствам х0 > О, хг < О. 
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S и М М A R Y 
The class of two-factor models of interest rate process is examined. Relationships among parame-

ters in these models and, therefore, special functional form of the state variables are determined when 
we get formulas in an analytical kind for the price of default-free zero-coupon bond, using fundamental 
differential equalization in private derivatives for the cost of bonds. 
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