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Функции Хартли с заданными свойствами 
подгрупп Холла

В теории классов конечных групп хорошо известны своими приложениями 
локальные спутники, определяемые посредством заданных свойств канониче
ских подгрупп. Напомним, что локальным экраном или локальным спутником 
[1] называют всякое отображение f  :P -> {  формации }, где Р -  множество 
всех простых чисел. В работе [2] описан наибольший локальный спутник h 
разрешимой формации f t . Его значения для любого простого р определяют
ся равенством h{p) = ft Т ц/(р), где ц/ -  наибольший приведенный локальный 
спутник формации § и ft Т ц/(р) класс всех групп, f t -нормализаторы кото
рых принадлежат у {р ) . Кроме того, известно [3], что разрешимая формация 
ft с полным приведенным локальным спутником /  также определяется ло
кальным спутником (р, значениями которого для каждого простого р является
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$ ^ f(P ) -  класс всех тех групп, в которых 5 -проектор принадлежит / О ) . 
Заметим, что с помощью такого локального спутника <р получено описание 
всех главных факторов разрешимой группы, покрываемых $ -проекторами 
(см., V.4.9[4]). Известно, что формации могут также определяться локально 
посредством свойств подгрупп Холла. В частности, Блессенолем [5] была 
построена формация Вя{$) всех тех групп, холловская я--подгруппа которых 
принадлежит формации 5 и доказано, что класс В„ Ш  является локальным 
для любой локальной формации § и определяется локальным спутником в 
терминах класса 5TC5) ■

Вместе с тем задача построения локальных заданий классов Фиттинга по
средством канонических подгрупп до настоящего времени не рассматрива
лась. Хотя хорошо известна своими приложениями для изучения строения 
иньекторов и внутренней структуры классов Фиттинга конструкция класса 
А гШ  [6] всех тех групп, $ -иньекгоры которых содержат некоторую холлов- 
скую л--подгруппу этих групп, где 5 -  класс Фиттинга (см., например, IX. 1, 
IX.3-4, Х.1 [4]). В настоящей работе посредством класса Фиттинга мы
описываем серию новых локальных заданий произведения 531* разрешимо
го класса Фиттинга § и класса всех нильпотентных я-групп.

Предварительные сведения. В работе рассматриваются только конеч
ные разрешимые группы.

Напомним, что если л -  некоторое множество простых чисел, то через G„ 
обозначают холловскую л -подгруппу группы G -  подгруппу, порядок которой 
есть я-число, а индекс я ' -число.

Класс групп 5 называется классом Фиттинга, если 5 замкнут относитель
но взятия нормальных подгрупп и произведений нормальных $ -подгрупп. Из 
определения следует, что для любого непустого класса Фиттинга 5 в любой 
группе G существует единственная $ -максимальная нормальная подгруппа 
Gg группы G . Ее называют $ -радикалом G . Через $!> обозначают произве
дение классов Фиттинга § и f> -  класс всех тех групп G , для которых 
G / G<g е ф. Хорошо известно, что произведение классов Фиттинга является 
классом Фиттинга и операция умножения классов Фиттинга ассоциативна.

Заметим также, что для любого непустого класса Фиттинга g класс 5* оп
ределяется как наименьший из классов Фиттинга, содержащий $ такой, что
для любых групп G и Н справедливо равенство: (G х #)_* =G_* х й т* . Класс

а 5 s

Фиттинга 3 называется классом Локетта, если Ъ = Ъ ■
Локальный метод изучения конечных разрешимых групп с помощью ради

калов и классов Фиттинга впервые был предложен Хартли [7]. Всякое отобра
жение /  :Р -> { классы Фиттинга } называется локальной функцией Хартли
или локальной //-функцией [8]. Через Supp(f)- {ре Р | f (p )  ф 0 } обозначают
носитель / .

Пусть LR{f) = <5Ж r \(n p€![f(j>)^lp<5p') , где п -  носитель Я-функции / .  
Класс Фиттинга $ называют локальным [8], если 5 = LR(J) для некоторой 
Я-функции / .
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Локальную //-функцию /  класса Фиттинга 5 называют [9]:
1) полной, если /0 )9 1 , = /О )  для каждого простого р ,

2) приведенной, если / ( » £ $  для всех простых р \
3) полной приведенной, если /  одновременно полная и приведенная ло

кальная //-функция.
Следуя J1.A. Шеметкову [1], любое непустое множество £1 -  локальных 

//-функций класса Фиттинга 3 > будем считать частично упорядоченным с от
ношением <, которое задается следующим образом. Если / , *  е С2, то / 5 *  
в том и только в том случае, когда f {p )  с  h(p) для всех простых р .

Другие определения и обозначения при необходимости можно найти в 
[1,4].

Свойства / f -функций. В настоящем разделе мы опишем некоторые свой
ства Н -функций, которые будем использовать.

Лемма 1[9]. Пусть 5 -  непустой класс Фиттинга и $ = LR(f) для неко
торой локальной Н-функции / .  Тогда 5 = LR(g), где g -  полная приве
денная локальная Н-функция такая, что g(p) = (/(/?) для всех про
стых р.

Лемма 2[10]. Пусть 5 -  непустой класс Фиттинга и 5 = LR(f) для неко

торой локальной Н-функции f . Тогда 5 = LR(f* )  для локальной Н-функции 

/ *  такой, что f* (p )  = (/(/?))* для всех простых р. Если /  -  полная при

веденная локальная Н-функция, то f *  также является полной приведенной 
Н-функцией.

Лемма 3. Пусть 5 -  непустой класс Фиттинга и $ = LR(f) = LR(h). Если

/ ,  * -  полные приведенные локальные Н-функции, то (/(/?))* = (*(/?))* для 
каждого простого р .

Доказательство. Пусть f * (p )  = (f(p ))*  и **(/?) = (*(» )*  для всех простых 

р. Докажем включение f * (p )Qh*(p) .  Выберем группу G такую, что 

Ge / *  (p)\h* (р) для некоторого простого р.  Далее положим 

X  = G \ Z p =[K]Zp , где К  -  база регулярного сплетения X . Так как f * (p )  -  

класс Фиттинга, то К  е / * (р ) . Из свойств полупрямого произведения следует, 

что X / K = Zp ê Slp . По лемме 2 / * , * * -  полные приведенные Я-функции 

класса Фиттинга £. Тогда X  е / *  (р)У1р = / *  (р) с  Ъ = LR{h"). Значит, 

JfeA ’ QOCy.

Поскольку h*(р) -  класс Локетта и Geh'(p) ,  то ввиду X. 2.1а [4] 
X  * = K lt где К\ -  база регулярного сплетения X \ = G  * \ Z „ .  Ввидуя (р ) h (р) F

свойств сплетений (см., например, А. 18.2d [4])

Х 1 Х ь '{ , )  = Л Г /* 1  - ( 0 ' ° » , o ,) ) l Z P е В Р'-
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Следовательно, по определению произведения классов Фиттинга 
X  е h*(p)<&p<. Получили противоречие с тем, что X  еИ*(р)&р>. Поэтому

для всех простых р. Аналогично можно показать, что

h*(р) с  f * ( p )  для любого простого р Таким образом, f "  (р) = Л* О) для всех 
простых р . Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть ft -  непустой класс Фиттинга и ft = LR(F), где F -  
наибольшая приведенная локальная Н-функция, л = Supp(F) и h -  такая 
локальная Н-функция, что Supp(h) = л . Тогда следующие условия равно
сильны:

1) $ = LR(h);

2)((h(p)n$yiRp ) ' = F(p) для всех простых р.

Доказательство. Докажем вначале, что из 1) следует 2). Пусть ft = Z/?(/j). 
Тогда по лемме 1 класс ft определяется полной приведенной локальной 
//-функцией g такой, что g(p) = (A(p)nft)9?p для любого простого р. По

скольку наибольшая приведенная //-функция F класса ft является полной, 

то по лемме 3 получаем (g(p))* = (F(p)) . Так как значениями Я-функции F

являются классы Локетта, то (g(p))* = F(p) для любого простого р и, значит, 
выполняется условие 2).

Покажем теперь, что из 2) следует 1). Пусть •£> = LR(h).
Докажем включение ft £  Ф ■ Выберем группу G минимального порядка та

кую, что G e ft\|> . Тогда группа G комонолитична, и ее комонолит G ^. По

этому G/G^ = Z q &̂ Slq и q&TC. Так как G$ е д л я  всех реп г, то 

G е . Учитывая G г  •£>, получаем G г  h(q)3l4Qq' .
гея

Далее из G eft = Z/?(F) вытекает, что GeF(q)<5q> и, значит, G/GF(q) е 6 ?-. 
Предположим, что GeF(q).  Поскольку Gfi -  комонолит группы G, то 

Gp(q)<Gp. Теперь из G/G/r(9) е©„< и G/Gg e3lq ввиду изоморфизма 
(G/GF(9))/(G£ /G/r(g))= G /G $ получаем G/Gp е ©9- =(1). Тогда Ge|>,

что противоречит выбору G. Следовательно, GeF(q).  Легко видеть, что 
класс Фиттинга h(q)3lq®q' -  локален и, значит, по лемме 5 [9] является клас
сом Локетта. Тогда учитывая условие 2)

G 6 F(q) = )* с  (A( q n q®q')* = Kq№4& q'
Получили противоречие с тем, что G г  h(q)3lq<Sq>. Таким образом, ft с  Ф . 
Докажем обратное включение: Ф с  f t . Выберем группу G минимального 

порядка такую, что G e £ \ f t . Тогда группа G комонолитична и ее комонолит 
Поэтому GlG§ =Zq , причем ц&л.  Поскольку Ge|>, то

Geh(q)l3lq<Sq> и, значит, G / GA(?)3t? е S?. . Предположим, что Gih(q)^ lq . Так 

как Gg -  комонолит группы G , то <G j. Теперь из G/Gh(qy%n eS?- и
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G /G ge Э?9 ввиду изоморфизма (G / Gh(q̂ ) /(Gg / Gh(q̂  ) = G/G<$ получаем 

G/Gg e© 0- n9?g =(1). Тогда G e J , что противоречит выбору G. Следова

тельно, Geh(qyjlq и G/GA(9)

Предположим, что Geh(q). Поскольку -  комонолит группы G, то

GA(<?) < GS и GHg) е % ) n 8 ■ Но G/GA(?) eOi, и поэтому 

G е ( % ) n  s  ( (% )n  8)3?, )* = fr(9) e  ? .

Получили противоречие выбору G. Следовательно, Gsh(q).  Это означа

ет, что G5 eA (?)n8c(A (?)n8)3 i? c ( ( A ( g ) n ^ ?)* = F (^ ). Так как G tF (q )  и 
G^eF(q),  то GF^ = G ^ .  Тогда G /G j , ^  = G/Gg е.Т?9 и 

G е F (? p , с  .
Далее учитывая G/Gg e3L и G j  e F ( / ? ) 3?p © p - для всех рея-, получаем 

Ge бя-n ( n r^9F(r)3lrSr»). Кроме того, GeF(#)3?9©?' и поэтому
ге7Г

G eS,, n(n^,F(/7)3Zp©p-)- Получили противоречие с тем, что Ge 8 -  Итак,
■£) с  $ и равенство 8 = Ф доказано. Это завершает доказательство того, что 
из 2) следует 1). Лемма доказана.

Лемма 5. Пусть 5 -  непустой класс Фиттинга, л  -  непустое множест
во простых чисел и о- = л  и  я-(8). Тогда следующие условия равносильны:

V = 8.'
2) SDi*. = LR(h) для полной приведенной Н-функции h такой, что

h(p) = '$ ip для всех р из a .
Доказательство. Докажем вначале, что из 1) следует 2). Пусть 

= 5 - Тогда, учитывая определение функции h , получаем

LR(h) = e tTr>(npeff^Rpe p.) = n g (n p6jrDZp©p-)r>5f ̂ ре)Г(3)Ъг 3Zp©p-) =

= ©0- n g S f y G , * = <SfT ‘
Так как $ с  © ^  с  , то 8©а = ©^ и

©ff n 5 S U(S)Vjr). = 3(©ст п ^ б я, n © (jr(5)wy) = 5 (S , =

= 5(31*©* = ЗЯ, (S , n ) = gH, .

Следовательно, $ХЖ = LR(h) . Легко видеть, что h -  полная //-функция. 
Поскольку Р р с Р я для всех р<=л и с 831 ж(5)Хж = 8e33 i,r для всех

р е я (8 )\л , то h -  приведенная локальная //-функция.
Покажем теперь, что из 2) следует 1). Очевидно, $ £ § 3 ? ^ ^ .  Пусть

Поскольку 8 3 ? ^ ^  с  g3i = rip^RpfSp' и с  ©r ($) s  o ff,

то G e© CT гЧп^о-фИр©,-)- Тогда, учитывая 33?,,. =LR(h), имеем

С е «3|ИЯА. п5Эг-  = 5(3W )w  п ^ )  = 8- Значит. Р*(5)\ж = 8 ■ Лемма доказа
на.
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Лемма 6. Пусть 5 -  непустой класс Фиттинга, л -  непустое множест
во простых чисел и ст = тг u  7r(g). Если § =  $ и f  ~ локальная

Н-функция такая, что Supp(f) = а и f{p ) r \^ R K - Ш Р для всех p e a , то
,№ „ = L R ( f )

Доказательство. Так как &Кл(з)\л = $ , то по лемме 5 класс Фиттинга &1Я 

определяется полной приведенной Я-функцией h такой, что Kp) = Wlp Для 
всех pe tт. Тогда по лемме 2 получаем §3?  ̂ -LR(g),  где g -  полная приве

денная Я-функция, причем g(p) = (h(p))' для всех p e a .  Теперь из условия 

= Ш Р следует, что ( ( / ( > ) =('$Хр ) '  =g(p)  для любого 
простого р из a . Таким образом по лемме 4 класс ЗПгл определяется ло
кальной Я -функцией / .  Лемма доказана.

Напомним, что если 5 -  класс Фиттинга и л  -  некоторое множество про
стых чисел, то через £л05) обозначают класс всех тех групп, в которых ин
декс любого 5 -иньекгора является я-'-числом. Пусть V -  g -иньектор группы 
G . Тогда |G : V\ является л ’ -числом в том и только в том случае, если суще
ствует холловская л  -подгруппа Gx группы G такая, что G ^ q V .  Поэтому 
£;г(5) = (Ge © : каждый g -иньектор группы G содержит некоторую холлов- 
скую л--подгруппу группы G ).

Если g = 0 ,  то положим £д.(5) = 0 .  В случае когда л = 0  или л  = Р, по
ложим £0 (5 ) -©  и LP(5) = 5 , соответственно.

Мы будем неоднократно использовать известные свойства класса 1^(5), 
которые представляет следующая

Лемма 7[2]. Пусть § -  непустой класс Фиттинга и л -  некоторое 
множество простых чисел. Тогда:

V  (5) -  класс Фиттинга;
2)

Функции Хартли класса . Нам потребуются следующие свойства 
иньекторов, которые приведем в качестве лемм.

Лемма 8[11]. Пусть ф -  разрешимый класс Фиттинга и G -  конечная

разрешимая группа. Если V* есть -5* -иньектор группы G, то (У ’ есть 
Ф -иньектор группы G .

Лемма 9[12]. Пусть -р -  разрешимый класс Фиттинга и G -  разрешимая 
группа. Пусть Т есть £ -иньектор группы GL ^  и Gn есть холловская л -

подгруппа из G такая, что GK с  NG (Т). Тогда GnT является - 
иньектором группы G .

Локальные функции Хартли, определяющие класс , описывает
Теорема 10. Пусть 5 -  непустой класс Фиттинга, л -  непустое мно

жество простых чисел, сг = 7tvj7t(S) и ̂ . Тогда справедливы сле
дующие утверждения:

V =LR(f}), где f \ {p)  = Lp>($) для любого p e a ;
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2) 39?* = LR(J2). где f 2(p) = 1р'ф 1 р ) для любого р в а :

3) 39?* = LR(f3), где / 3(р) = Lp- (3 *) для любого р & а ;

4) / г - f \ ^ f .з •
Доказательство. Чтобы установить справедливость 1) и 2), ввиду леммы 6 

достаточно показать, что выполняется равенство /,(/7)^39?* = 39?, для всех
p s n { i  =  1,2 ).

Докажем первое утверждение леммы. Так как ЗЗ?*^)^ -  5 , то с  

для всех ре<т. Тогда по лемме 7 39?,е^,«(3) и- значит,
§9?, 5;Z,p-Ш пЗЗ?* Для всех реет. Обратно, пусть Ge (3 ) 033?* и 
V е /л/g (G). Тогда F/Gg <G/Gg и G/Gg является нильпотентной фуппой. 
Следовательно, К -  субнормальная 3 -подгруппа группы G . Это означает, 
что F = Gg . Поскольку G е £р< (3), то |G:F| является />-числом. Учитывая

V = G$ , получаем, что |g:G$| является р  -числом и поэтому Ge33?p . Значит,

£/>'(3)r *$Kjr = 33?р . Таким образом, справедливо равенство

£р,(5)г '$Л;г =<Рр для всех р е а  и по лемме 6 получаем =LR( f l ).
Утверждение 1) доказано.

Докажем утверждение 2). Поскольку 39?р с  39?*. и по лемме 7
$Кр cZp-G Pp), то 33?р с£р.(5Лр )п З Я , для всех p e tr .  Покажем обрат

ное включение. Пусть G е Lp-(39ip) n ,g0lJr. Аналогично как при доказательстве 1) 

можно показать, что G p p является 391,-иньектором группы G.  Следова

тельно, учитывая G e lp'(59?р), имеем G /G ^ e O T , и поэтому Ge33ip . 

Значит, s$9?p . Отсюда вытекает, что 1,'(ЗЗгр)пЗЭгж = 39?р

для всех р е а  и по лемме 6 получаем 39?* = LR(f2) . Утверждение 2) дока
зано.

Докажем утверждение 3). Так как 9?* -  насыщенная радикальная форма

ция, то применяя лемму 3 из работы [13], получаем 3*9?* = (59?*)*. Поскольку 

класс 9?* -  локален, то по лемме 5 [13] выполняется ($3?*)* = 39?* Значит. 

59?*. =3*9?*. Теперь учитывая справедливость утверждения 1) имеем

3*9?* = Щ / 3) . Но тогда 39?* = LR(f3) и утверждение 3) доказано.
Докажем 4). Чтобы установить справедливость 4), достаточно показать, что

Lp'(39?р)£  -£р'(3) Е £рг(5*) для всех простых р.

Покажем, что Zp-(3)g; Zp-(3*) • Пусть G eZp-(3) и V е /«/_• (G). Тогда по 

лемме 8 получаем v% elnj^(G). Поскольку GeZ,p-(3), то Gp- с  , где Gp< -  

некоторая холловская р' -подгруппа группы G . Следовательно, Gp. с  V  и

поэтому G s i p.(3 * ) . Значит, £р.(£ )с  £р'(3*) •
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Покажем, что Zy(53lp) c  /у (Ю - Выберем группу G минимального поряд

ка такую, что G e L p>($Rp ) \ L p>C$) для некоторого простого р. Тогда группа 

G комонолитична и ее комонолит GLp, ^ .  Поэтому G /G t/5,($) = Z q , где q e P . 

Если q = р , то по лемме 7 G e Z y ($ P p =Lp'(%), что противоречит выбору 
G . Значит, q ф р .

Предположим, что Ge Lp($ ) . Тогда С/ ,(j) е £p-($)n  Lp(*$). Это означает,

что если й е  Inj<$(GLp,(<jfi) , то G i^^y .R  является р -числом и р' -числом.

Поэтому : Л = 1 и Gip,(S) = Л е ? с р г р . Следовательно, Gip,(S) е

Пусть Fe/nyggj (G). Тогда GLp,(^ n V  является cgRр -максимальной подгруп

пой в GLp,(Z). Но G ,p,m  е $R p и, значит, G ^,(S) о  К = GLp,{%). Отсюда выте

кает, что Gl с  И . Рассмотрим равенство

С:СМ  5) а
|G: F| |G: F | '

Тогда |<7:F] = ? либо G : Kj = 1. Поскольку Ge Lp'($pip) и F e /и/gg^ (G), то

|G:F| является p -числом. Следовательно, |G:F| = 1 и , учитывая лемму 7, 
имеем G = V е %Dlp с  Gip, ^  . Получили противоречие выбору G .

Остается принять следующий случай: G<£Lp($). Пусть X = G i  Тогда

X * G  и поскольку G; ,(5) -  комонолит группы G, то X < G L Поэтому

X  eG[(),(j) п С^.;з). Это означает, что если RsIn j^ (X),  то |Х : Л| является

р -числом и р' -числом. Следовательно, |Jf:i?J = l и X  = R е g . Легко видеть, 
что X  является $ -иньекгором группы GL ^  и Gp с  NG (X) = G , причем Gp -  

силовская /? -подфуппа из G. Тогда по лемме 9 получаем, что XGP является 

$Jiр -иньектором фуппы G . Рассмотрим равенство \xGp :Gpj = |g : <3̂  | /|g : XGp j . 

Поскольку Ge Lp'($Rp) и XGp e I n j ^ (G ), to  |g :XGp\ является p -числом. 

Если |g : Gp| = 1, то по лемме 7 имеем G = Gp e Uip с  53?  ̂с  £р>(£), что про

тиворечит выбору G . Значит, |g : Gp J  *  1 и является p ' -числом. Следователь

но, \g : XGp | = 1 и G = JfGp с  I p.(5 ). Получили противоречие с выбо

ром G. Это завершает доказательство того, что Lp'(ffllp) с  Ьр<(^)
для всех простых р . Теорема доказана.

Заметим, что обратное отношение в общем случае не
верно. Это подтверждает следующий

111



Пример. Пусть S = 3i и р = 3. Покажем, что S4 е Z-3- (3?) \ Z,3- (Sfl©3), где S4 -  

симметрическая группа подстановок четвертой степени. Так как |54| = 23 -3 и 
Ж -иньекторами группы S4 являются силовские 2-подгруппы из S4, то индекс 
любого 3Z-иньекгора группы S4 есть 3-число и поэтому S4 е 13-(92). Кроме 
того, силовские 2-подгруппы из S4 являются также 31 -проекторами группы S4 
и, следовательно, 31 -иньектор группы S4 не является нормальной подгруппой 
в54 . Значит, (54)зг -  собственная подгруппа Я-иньектора группы S4 . Тогда 
S4 /(S4 ) д г б 3 и по определению произведения классов Фиттинга £4 е .7г©з.

Заметим, что в л4 -  знакопеременной группе подстановок четвертой сте
пени существует единственный DZ-иньектор V4 -  четверная группа, причем

У4 нормальна в А4 . Поскольку \а4\ = 22 -3, то A4 /V4 z<53 и  поэтому 

А4 е ЭТ©з. Таким образом, учитывая S4 е З?63, А4 е 3i©3 , |^4 : А4\ = 2, следу
ет, что А4 есть згб3 -иньектор группы S4 . Но тогда S4 е L3-(3?<S3).
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S U M M A R Y
Let л be a set of primes and let $ be a Fitting class of finite soluble groups. By 

L„.(5) denotes the class of all finite soluble groups whose g -injectors contain a 
Hall n -subgroup. In this paper we describe Hartley functions of product of Fitting 
classes in the form with the help of class LXC$), where is the class of all 
nilpotent n -groups.
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