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Классы Фиттинга, 
определяемые полулокально

В теории нормальных классов Фиттинга хорошо известна своими приложе
ниями для характеризации классов и изучения их структуры конструкция клас
са ч)С5) всех конечных разрешимых групп G, в которых ft-инъекторы являются 
нормальными подгруппами, предложенная Хауком [1]. Заметим, что если ft -  
нормальный класс Фиттинга, то 3) = ®, где б  -  локальный класс Фиттинга всех 
конечных разрешимых групп. Хауком [1] исследовался также случай, когда 
Q)(ft) локальный класс Фиттинга, совпадающий с произведением некоторого 
непустого класса Фиттинга ft и класса Фиттинга 3i всех нильпотентных групп. 
Однако, как показано [1], класс групп 3)(ft) в общем случае не является ло
кальным классом Фиттинга, а для ft = 3J, класс 0)(9?) не является даже классом 
Фиттинга. В связи с этим возникает общая задача описания таких классов 
Фиттинга ft, для которых класс 9)(g) является классом Фиттинга, определяе
мым локально или полулокально. Напомним, что функцией Хартли, или 
/У-функцией, [2] называют всякое отображение множества всех простых чисел 
во множество классов Фиттинга. Класс Фиттинга ft определяется полулокаль
но, если § = П ры  f(p )& p ' * Для некоторой /7-функции /  где п = Supp(/) =

= {р е Р : Д р ) ф 0 }  -  носитель /-/-функции/
Основной результат настоящей работы -  характеризация класса 5(g) по

средством свойства полулокальности. В работе рассматриваются только ко
нечные разрешимые группы. При необходимости определения и обозначения, 
которые мы не приводим, можно найти в монографии [3].

1. Предварительные сведения. Классом Фиттинга называется класс 
групп 5, удовлетворяющий следующим требованиям:

1) каждая нормальная подгруппа любой группы из § также принадлежит ft;
2) из того, что нормальные подгруппы Mv\ N  принадлежат ft, всегда следу

ет, что их произведение M N  принадлежит ft.
Пусть ft -  непустой класс Фиттинга. Тогда подгруппа Gs группы G  называет

ся ft-радикалом группы G, если она является максимальной из нормальных 
подгрупп группы G, принадлежащих ft.

Функцией Хартли, или Н-функцией, [2] называют всякое отображение 
f : P - >  {классыФиттинга}.

Пусть/ -  Н-функция, к = Supp(/) и SLR(/) = П рея- /(/>)© ■ Напомним, что

класс ft определяется полулокально, если ft = SLR(/), для некоторой 
Н-функции/  Если к = 0 , то положим SLR(/) = 0 .

Для доказательства основного результата мы будем использовать сле
дующие три леммы, доказательство которых осуществляется непосредствен
ной проверкой.

Лемма 1.1. Если ft класс Ф иттинга  и {■&, : / е / }  -  некоторое множество 
формаций Ф иттинга, т о  справедливо равенство = 5(П,е/|>/ )•

Лемма 1.2. П усть  п -  некоторое непустое множество простых чисел.
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Класс Ф и тти нга  3 определяется полулокально то гда  и только тогда, ко
гда

Пусть л -  некоторое множество простых чисел и 5 -  класс Фиттинга. Тогда 
через 5* [3] обозначают класс всех групп G, ^-инъекторы которых содержат 
холловы ?г-подгруппы группы G.

Лемма 1.3. П усть  5 класс Ф иттинга  и it -  некоторое множество про

стых чисел. Тогда класс Ф иттинга  g* в точности класс всех те х  групп 
G, индекс $-инъекторов которых в G является it-числом.

2. Полулокальность ¥)($)■ Напомним, что если 5 -  класс Фиттинга, то со
гласно [1] 7)С5) класс групп G,определяемых следующим образом:
G е ?)(5) <=> 5-инъектор группы G является нормальной подгруппой группы G.

Характеризацию класса ¥)($) посредством свойства полулокальности пред
ставляет следующая.

Теорема. П усть  g -  класс Фиттинга. Тогда класс групп ?)(5) -  определя
ется полулокально в точности тогда, когда 5 -  класс Фиттинга, опреде
ляемый полулокально, такой, ч то  б^р1 = 5 для некоторого простого р.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть б$р- = $ для некоторого простого р, и множе
ство я = {р}' = р'.

Тогда по лемме 1.2 § определяется полулокально. Покажем, что в этом случае 
класс групп 'Щ  является классом Фиттинга определяемым полулокально.

Для этого достаточно выяснить, что Q)(g) = S3?p. Пусть G е $($) и H/Gs -  
холлова р-подгруппа группы G / Gs. Тогда по определению произведения 
классов групп Н  е $©р\

Но $©р' = g. Следовательно, Н е $. Кроме того G  е ф($), и поэтому каждый 
5-инъектор группы G является нормальной подгруппой группы G. Следова
тельно, V ~ G3. Но ввиду того, что $SP- = 5, индекс $-инъектора в группе G 
является p-числом. Значит, по лемме 1.3 1/э Н. Следовательно, Н = G3 
и Н  нормальная/ подгруппа группы G.

Тогда ввиду того, что G  / Н  е !КР и Н = G?y по определению произведения 
классов Фиттинга G е $ЭТР. Итак, мы доказали, что 0)(5) с  ?р.

Докажем обратное включение. Пусть G группа из класса $ 9fp. Тогда 
G / Gj е $ЯР с= 9?. Но каждая подгруппа нильпотентной группы субнормальна в 
ней. Следовательно, из того, что V = Gs субнормальна в группе G / Gs для 
некоторого S-инъекгора V  группы G. Отсюда следует, что V  субнормальная 
подгруппа группы G и поэтому V = Gs по определению ^-радикала.

Значит, V = G3 ^  G. Это означает, что G е 'JXg) и справедливо включение 
SffipE ЗН^). Таким образом ?)(§) с  Ъ 9?р. Но тогда

Ш Р?р = (5 Яр) ЯР = Ъ №р 3?р) = S 31р = m
Следовательно, по лемме 1.2, SHg) класс Фиттинга, определяемый полуло

кально.
Докажем обратное утверждение. Пусть класс групп ?)(5) определяется по

лулокально /-/-функцией /  такой, что ftp) = 5 для некоторого простого р 
и fiq) = 6  для всех простых q *■ р. Тогда

г
9(5) = SLR(/) = 39?pn П №&р

\Я*Р )
= 5огр п @  = 3!Лр.

Покажем, что в этом случае 5 -  класс Фиттинга, определяемый полуло-
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кально.
Очевидно, 5 cz 5©р'. Пусть G -  группа минимального порядка из класса 

5©р' I % Тогда G имеет единственную максимальную нормальную подгруппу 
К = Gx. Так как G е §®р', то G / К  е б р\ Но G / К  является циклической группой 
простого порядка. Следовательно, G / К е для некоторого простого q*p.

Теперь, если У^-инъектор группы G, то либо V/ Gs = G I  G5, либо V = Gs.
В первом случае У = G и G <= что противоречит выбору группы G. Во вто

ром -  3-инъектор У  группы G является нормальной подгруппой G. Следова
тельно, в этом случае G е Q)(5) = S9ip. Но тогда G / Gs е 3?р. Последнее проти
воречит тому, что G / Gs является g-группой для q * р.

Полученное противоречие доказывает равенство = $. Теперь ввиду 
леммы 1.2. заключаем, что класс Фиттинга 5 полулокален.

Теорема доказана.
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S U M M A R Y
Let $  be a Fitting class and QXS) is a class of groups G such that injectors of 

G are normal subgroups of G. Then QXg) is semilocal if and only if ft is semilocal.
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