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Об одной задаче адаптивного управления 
мехатронной системой 

При исследовании динамических процессов, описывающих поведение 
прецизионных электроприводов, используемых в автоматизированном обо-
рудовании производства изделий микроэлектроники, возникает необходи-
мость решения следующей задачи управления [1-3 ] . 

Система управления описывается линейным неоднородным дифференци-
альным уравнением второго порядка 

х + Рх + ах = и, t > 0, (1) 

где коэффициенты а и р - заданные вещественные постоянные, а управ-
ление ы ( ) : [0, + o o ) - > R - кусочно-постоянная функция с постоянным и за-
данным шагом Т участков постоянства (т.е. u(t) = uk при t е \кТ, (к + 1)7"), 
£ е Z + , ик е R J . Задано также положительное число S (так называемый шаг 
нарезки). Требуется найти необходимые и достаточные условия на постоян-
ные а и р , при которых можно так выбрать последовательность ( u k ) k e Z + , 

значений функции управления «( • ) на участках ее постоянства, что-
бы для решения JC(-) задачи Коши уравнения (1) с нулевыми при t - 0 на-
чальными данными (т.е. удовлетворяющей уравнению (1) дифференцируе-
мой при всех ? > 0 функции для которой ; t (0) = i ( 0 ) = 0 ) выполнялись 
следующие условия: х(кТ) -кд, t e N , и модуль производной | х(кТ) | был 
достаточно «мал» при всех к е N . 

Дадим вначале полное решение этой задачи без учета последнего требо-
вания. Полученные формулы дадут возможность решить и общую задачу при 
любом понимании «малости» модуля производной | і ( А : Г ) | . Обозначим: 
х/с(0 = х ( 0 при кТ <t <(к + 1)Т, к е Z + . Легко видеть, что поставленная за-
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дача формализуется следующим равносильным образом: найти необходи-
мые и достаточные условия на постоянные а и р, при которых существует 
последовательность ( u k ) k e Z вещественных чисел, такая, что разрешима 
следующая последовательность переопределенных начально-краевых задач: 

хк+ /Зхк+ахк=ик, кТ <1<(к + \)Т, 

хк(кТ) = к8, xk((k + l)T) = (k + l)S, хк(кТ) = хк_{(кТ), { 2 к ) 

где £ e Z + , и для единообразия записи положено ^ ( 0 ) - 0 . Как видим, на-
чальные и краевое условия каждой, начиная со второй, следующей из задач 
( 2 ь ) определяются по решению предыдущей задачи ( 2 ^ ) . Существование 

при каждом кеZ+ такого икеR, что последовательно при к-0,1,2,... 
разрешима каждая из задач ( 2 к ) , является необходимым и достаточным ус-
ловием существования указанного выше решения * ( • ) уравнения (1), и тогда это 
решение x(t) = xk(t) при t <в[кТ,(к + 1)Т), к е Z + . Определенную так функцию 
* ( - ) назовем решением последовательности задач ( 2 ^ ) . 

Решение поставленной задачи дает 
Т е о р е м а . Пусть D-P - 4 o r - дискриминант характеристического 

уравнения z2 + {3z + a = 0 для дифференциального уравнения (1). 

Последовательности , доставляющей решение последовательно-
сти задач (2к),не существует, если и только если выполнено одно из условий: 

а = 0 или D< 0, а 4 е~р Т/24а cos (Т^РБ/2 + arccos (2 " lsj-D/a)) = y/^D. 
Если же ни одно из этих двух условий не выполнено, то последо-

вательность (uk)kcZ+ существует, единственна и задается формулой: 

uk =<х8к + с + db{a-X)~[(ak-1), keZ+, где не зависящие от к постоян-
ные a, Ъ, c u d в зависимости от корней Л12 характеристического 
уравнения равны: 

1) если D>0, то Я, 2 =(-/3±Л>)/2, а 

а = -(ЛгеЛіГ(еЛ2Г -1)-Л2еАіТ(еЛіТ - 1 ) ) / д , Ь = 8ЛхЛ2(еЛіТ - еЛгТ)/А, 

с--аЗ(Л2 - Л ^ / Д , d = -a(ehT-еЛ2Т)/А, 

где А = Л2(ел'т-1)-Лх(еЛ2'Г-]); 

2) если D < 0, то Лх 2 = // + ico, где f j . = -[512, со - yJ-D/2, а 

а = -емТ(асоа(а>Т) + р s in (соТ)-(оемТ)/А, h = d{f? + со2)емТ s i n ( Й / Г ) / Д , 

с--адсо/А, d = aeflT sm{coT)lА, 

где А = емТ(o)cos(a)T)-jj. s i n ( o T ) ) - t o ; 
3) если D = 0, mo Л12 = Л =-/3/2, a 

а = -еЯТ(ЛТ + еЯТ-1)/л, Ь = -Л2ЗТеЯТ/Д, c = -aS/A, ^ = о г е Я Г г / д , 
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где А = елт(\-ЛТ)-1. 

При этом величина скорости в моменты kT, keZ+, решения х(-) по-

следовательности задач (2к) равна х(кТ) = b(a - (ak -1), к eZ+, где 
величины а и b (в зависимости от корней характеристического уравне-
ния) определены выше в формулировке теоремы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства теоремы рассмотрим отдель-
но случаи вещественных различных, комплексно-сопряженных и веществен-
ных совпадающих корней характеристического уравнения z + fiz + a = 0 . 
Поскольку эти рассмотрения идентичны, рассмотрим подробно только случай 
вещественных различных корней. Решим отдельно каждую задачу (т.е. при 
каждом keZ+) последовательности ( 2 ^ ) в общем виде, обозначив для 
удобства x(kT) через vk; позже из этих решений «склеим» решение х( - ) 

всей последовательности задач ( 2 к ) , к е Z + . 

Пусть Л 1 з - корни характеристического уравнения 

{D-/3 -4а > 0 ) . Тогда общее решение дифференциального уравнения за-
дачи ( 2 к ) дается формулой: 

ХК (T) = C K E A , ' + С * '' + А ' 1 И К . ( 3 ) 

Поэтому в этом случае начально-краевые условия задачи ( 2 ^ ) примут 
вид: 

Г с У 1 к Т + С*е*2кт+ а~1ик=кд, 

фътут + + a . l u k = ( k + l ) S t 

С[ Л^е Х^кТ + С2 Я 2 е Я, кТ -VI 

Почленно вычитая из второго уравнения этой системы ее первое уравне-
ние, учитывая третье уравнение и обозначив для упрощения Dk = СкеХ*кТ и 

кХ2кТ , придем к системе: 

^ ( ^ - 1 ) + ^ ( / ^ - 1 ) = ^ , 

ПкЛ1+ПкЛ2 — vk. 
(4) 

Найдем решение этой линейной относительно Dk и Dk алгебраической 
системы. Ее определители равны: 

Д = 
Х{Т , е - 1 
Л, 

г* 
= Л2(еЛіТ -1)-Л1(еЛіГ -1), 

Д і = 
д е 
vt Л-

х2т ^^ 
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Я2Т = SX2-yk{e^ - 1 ) , Д 
еЛ,Г -1 5 

vk 
= ^ ( / ^ - 1 ) - ^ , . 

Прежде чем продолжить вычисления, выясним, при каких Лх, Л2еК сис-
тема (4) разрешима. Если эта система неразрешима, то необходимо, чтобы 
Д = 0 . Из формулы для Д видно, что если хотя бы один из корней Л1 или 

Л2 нулевой, то Д = 0 . Пусть для определенности Лх = 0 . Тогда система (4) 

не имеет решений уже при к = 0 . Действительно, при к - 0 (тогда v0 = 0 ) из 

второго уравнения этой системы следует, что либо D2 = 0, либо Л2 = 0. В 

любом случае, если Л \ = 0 , левая часть первого уравнения системы (4) при 

к - 0 равна 0 , в то время как его правая часть, равная ё , отлична от нуля. 
Стало быть, если хотя бы один из корней Ль Л2 характеристического урав-
нения равен 0 (а это равносильно тому, что а = 0 ) , то система (4), а тогда и 
последовательность задач ( 2 к ), keZ+, неразрешимы. 

Стандартными рассуждениями несложно показать, что если ни один из 
корней Лъ Л2 характеристического уравнения не равен 0 , то Д Ф 0 , а значит, 

система (4) разрешима. Это условие (Л х Ф 0, Л2 Ф 0 ) считаем в дальнейшем 
к —1 выполненным. Тогда решением системы (4) являются 23, = Д A j и 

D2 = A~lA2, И, значит, согласно (3), решением хк(-) задачи (2к) будет: 

л і ( / ) = А " 1 Д 1 е А , ( / " * 7 ' ) + А - 1 Д 2eXj{t~kT) + а~хик, t &[кТ,(к + \)Т). (5) 
Из формулы (5) находим, во-первых, значение скорости х ( ( к + 1 ) Г ) и, во-

вторых, значение управления и к . Вычислим + 1 =л^ ( (А : + 1 ) Г ) . Вследствие 
_1 Я Т —1 я т 

представления (5) имеем: хк((к + 1 ) Г ) = Д АхЛхе 1 + Д А2Л2е 1 . Под-

ставляя в это равенство выражения для A j , Д 2 и Д , получаем: 
ЗЛхЛ2(еЛ,Т ~ / Г ) ЛхеЛіТ(еЛі'Г -1) - Л 2 / Г ( / і Г -1) 

vk+l ~ з т "з т ) -г Т~т vk' 

Л2(е 1 -1 ) - ^ ( / 2 -1) Л2(/ -1 )-Ах(е 2 -1) 
Поэтому если обозначить не зависящие от к величины: 

ЛхеЛ"Т{еЛгТ-1)-Л2еЛ2Т(еЛ,Т -1) дЛхЛ2(еЛ,Т-еЛ'Т) 
а — — и Ъ = 

Л 2 ( е Л ' Т - 1 ) - ^ ( / 7 -1) Л2(еЛ'Т -1 )-Л1(еЛ>Г -1) ' 

то согласно (6) vk+x = avk+b , keZ+. Заметим, что а Ф 1, поскольку в про-

тивном случае имели бы ЛХ=Л2, а это не так в рассматриваемом случае. 

Поэтому из предыдущей рекуррентной формулы для легко находим, что 

vk+x=ak+lv0 + b(ak +ак'1 +... + l) = ak+lv0 + b ( a - \ y \ a k n - \ ) , а так как в 

силу постановки задачи V 0 = 0 , T O V A + 1 ~x((k + l ) T ) - b ( a - i y l ( a k + l - 1 ) . 
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Вычислим теперь значение ик управления. Из формулы (5) находим: 

кЗ~хк(кГ)=А~1Л1 + А~ 'А 2 + аГхик, откуда следует м А . = а - ( М - А " 1 ( А 1 + А 2 ) ) 1 

или, подставляя в это равенство выражения для A j , Д 2 и А , получаем: 

uk=aSk— j y — j j j j . j j vk. (7) 

Поэтому если обозначить не зависящие от к величины: 
а5{Л2-Л{) a ( e A J - e Z J ) 

с - г^ ^ и d = 
Л2(еЯ>Т-1)-^(^ -1) Л2{еЛ)Т -1)-Яі(Й»Г -1) ' 

то ик =aSk + c + dvk, и поэтому вследствие найденного выше выражения 

для v^ находим ик = aSk + c + db(a-1)~l(ak-1), т.е. ик - сумма линейной 

aSk + c-db(a-l)~l и показательной db(a-\)~x ак функций, £ e Z + . 
Теорема в случае вещественных различных корней характеристического 

уравнения доказана. Случай вещественных совпадающих корней рассматри-
вается точно так же. Случай ж е комплексно-сопряженных корней сводится к 
рассмотренному случаю вещественных различных корней с помощью сле-
дующего рассуждения. В случае комплексно-сопряженных корней общее ком-
плекснозначное решение хк(-) имеет тот же вид (3) с тем лишь отличием, что 

корни Л і 2 - комплексные. Поэтому если rk(t) + iwk(l) = xk(t) - разложение 

на комплексную и мнимую части решения задачи Коши: xk{kT) = kS, 

xk(kT) = vk, - то поскольку kS, vk и а лик - вещественные, мнимая часть 
и ^ О является решением однородного уравнения ч>+ f3w + aw = 0 с нуле-
выми начальными условиями: w ( A r ) = w ( A T ) = 0 . Поэтому в силу единствен-
ности решения такой задачи = 0 при / е [кТ, (к + 1 )Г ) . Следовательно, 
все вычисления, проведенные в случае вещественных различных корней, не 
только справедливы в случае комплексно-сопряженных корней, но и формула 
(5) дает вещественнозначное решение начально-краевой задачи ( 2 ^ ) (хотя 
коэффициенты при экспонентах и сами экспоненты мнимые). В частности, 
формулы (6) и (7) д а ю т значения скорости и управления ик (и они, вы-
численные по этим формулам, будут вещественными) . Нужно л и ш ь найти, 
при каких ju и а> справедливо неравенство А ^ О , и переписать эти формулы 
в явном (через /л и со) виде. Теорема доказана. 

Используя доказанную теорему, легко получить решение полной задачи. 
Так как x(kT) = b(a-X)~A{ak-1), £ e Z + , то малость скорости \х(кТ)\ мож-
но обеспечить лишь в случае, если | а |< 1, а | Ъ | достаточно (в нужном 
смысле) мал. На практике временной интервал движения дс(-) всегда ограни-
чен некоторым моментом времени t = mT, / и е N ; при этом необходимо, что-
бы скорость x(mT) в этот момент была нулевой. Из формулы для скорости 
следует, что это возможно только, если Ь = 0 (и тогда в каждый момент вре-
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мени к Т , k < m , то скорость будет нулевой) . В свою очередь , из ф о р м у л д л я 
Ъ вытекает, что равенство 6 = 0 возможно только в случае комплексно-
сопряженных корней характеристического уравнения и равносильно условию: 
со = ж1Т~1, где / е ZW { 0 } , а ц - любое , если I = l ( m o d 2 ) , и /и - любое нену-
левое, если 1 - 0 ( m o d 2 ) . Отметим также, что только в случае b = 0 функция 
управления имеет постоянный шаг и по оси и . 
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S и М М A R Y 
The solution to the problem, appearing with synchronous stepper motor simula-

tion, is described in the article. 
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