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Дробные интегралы и производные  целого порядка – это обычные интегра-

лы и производные. Однако в случае дробного порядка данные понятия имеют 
своеобразную специфику, которая проявляется в том, что для них в разных 
ситуациях совершенно естественно возникают их различные модификации [1].  

Определение 1. Пусть ),()( 1 baLx . Интегралы 
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где ,0  

0

1)( dtet t  гамма-функция, называются интегралами 

дробного порядка . Первый из них левосторонний, а второй – правосто-

ронний. Операторы  
ba II ,  называются операторами дробного интег-

рирования.  
Интегралы (1) и (2) также являются дробными интегралами Римана–

Лиувилля. 
Дробное дифференцирование вводится как операция, обратная дробному 

интегрированию. 
Определение 2. Для функции ),(xf  заданной на отрезке ],[ ba , каждое 
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называется дробной производной Римана–Лиувилля порядка 10, , 

соответственно левосторонней и правосторонней. 

Для порядка 1 дробные производные Римана–Лиувилля определяют-

ся выражениями 
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Дробное интегродифференцирование Ж. Адамара является дробной сте-

пенью 

dx

d
x  оператора 

dx

d
x .  

На конечном отрезке ],[ ba  действительной полуоси рассмотрим инте-

гральный оператор  
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в пространстве суммируемых функций 
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Пространство 
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 и в нем оказывается справедливой следующая теорема. 

Теорема. Интегральный оператор 
a

, определяемый выражением (3), 

ограниченно действует в пространстве (4), причем 
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постоянная 1A , то оператор 
aIT , где I  тождественный 

оператор в 
p
cX , является обратимым. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 

Будем оценивать норму 
p
cX

a f , используя при этом простые замены 

переменных и обобщенное неравенство Минковского [1]: 
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Из полученной оценки следует, что Aa
. А поскольку в теореме 

требуется выполнение условия 1A , то обратимость оператора 

aIT  следует из соответствующей теоремы функционального анализа [2]. 

Теорема доказана. 
Доказанная теорема позволяет решать  интегральные уравнения с опера-

тором aIT  в пространстве (4), применяя принцип сжатых отображе-

ний. Решение уравнения    
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при фиксированной функции )(ty  является неподвижной точкой отображе-

ния, определяемого правой частью (5). Если взять нулевое приближение 

0)(0 tx , то последовательные приближения будут иметь вид 

)()(
2
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aaan  .                          (6)   

Для любой функции p
cXty )(  последовательность (6) будет сходиться к 

точному решению p
cXtx )(  уравнения (5).  
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