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Строение групп Шмидта  

и групп Белоногова, в которых любые  

две 3-максимальные подгруппы являются 

F(G)-перестановочными 
 

Все рассматриваемые группы конечны. Напомним, что подгруппа H группы 
G называется 2-максимальной подгруппой группы G, если H является макси-
мальной подгруппой в некоторой максимальной подгруппе M группы G. Ана-
логично могут быть определены 3-максимальные подгруппы и далее. 

В последние годы получен ряд новых интересных результатов о вторых и 
третьих максимальных подгруппах. Например, в работе [1] Го Шуин и  
К.П. Шам доказали разрешимость групп, в которых все 2-максимальные под-
группы обладают свойством покрытия-изолирования. В работах [2–3] получе-
ны характеризации сверхразрешимых групп в терминах 2-максимальных под-
групп. Еще один подход к изучению групп с заданными 2-максимальными 
подгруппами разрабатывался в работах [4–5], где было доказано, что группа 
G является сверхразрешимой, если все ее 2-максимальные подгруппы  
G-перестановочны в G (напомним, что подгруппа H группы G называется  
X-перестановочной в G [4], где X – непустое подмножество группы G, если 
для любой подгруппы T из G найдется такой элемент x из X, что HT

x
=T

x
H). 

Отметим также, что в работах [6–7] было получено описание ненильпотент-
ных групп, в которых каждая 3-максимальная подгруппа перестановочна со 
всеми 2-максимальными подгруппами, а также групп, в которых каждая  
3-максимальная подгруппа перестановочна со всеми максимальными под-
группами. В связи с последними двумя результатами вполне естественной 
является задача описания групп, в которых любые две 3-максимальные под-
группы перестановочны (см. Вопрос 3.10 в обзоре [8]). Эта задача в классе 
ненильпотентных групп была решена в работе [9].  

Целью данной работы является изучение X-перестановочности  
n-максимальных подгрупп, где X – подгруппа Фиттинга основной группы, для  
n = 2, 3. 

Следуя [10], будем обозначать пересечение всех 2-максимальных под-
групп группы G через Ф

2
(G). Через M3(p) обозначается p-группа, равная груп-

пе   a, b | ,1
2

 pp ba  
pb aa  1

   (см. [11, стр. 190]). В дальнейшем p, q и 

r – попарно различные простые числа. В следующих теоремах P, Q и R обо-
значают некоторые силовские p-подгруппу, q-подгруппу и r-подгруппу в G со-
ответственно. 

Сформулируем в виде лемм необходимые в дальнейшем результаты ра-
боты [9]. 
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Лемма 1 [9, лемма 2.3]. Пусть G – ненильпотентная группа. Тогда сле-
дующие условия эквивалентны: 

(1) G является группой Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами;  
(2) любые две 2-максимальные подгруппы группы G перестановочны. 
Лемма 2 [9, теорема 3.1]. Пусть G – группа Шмидта. Тогда любые две 3-

максимальные подгруппы группы G перестановочны в том и только в том 
случае, когда G является группой одного из следующих типов: 

(1) G – группа с абелевыми силовскими подгруппами; 
(2) G = [P]Q, где P изоморфна либо M3(p), либо группе кватернионов по-

рядка 8; 
(3) G = [P]Q, где |P| > p

3
, |Ф(P)| = p и Ф(P) = Ф

2
(P). 

Теорема 1. В том и только в том случае в группе Шмидта G любые ее 
две 2-максимальные подгруппы являются F(G)-перестановочными, когда G – 
группа с абелевыми силовскими подгруппами. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть G = [P]Q – группа Шмидта, 
в которой любые две 2-максимальные подгруппы F(G)-перестановочны. 
Предположим, что P – неабелева группа. Тогда G имеет в точности два клас-
са максимальных подгрупп, представителями которых являются группы PQ1 и 
P'Q (где Q1 максимальна в Q). Следовательно, группа G имеет точно четыре 
класса 2-максимальных подгрупп, представителями которых являются группы 
PQ2, P1Q1, P'Q1 и TQ (где Q2 максимальна в Q1, T – некоторая максимальная 
подгруппа в P' и P1 – некоторая максимальная подгруппа в P). По условию, 
существует такой элемент f из F(G), что (P1Q1)(TQ)

f 
= (TQ)

f
(P1Q1). Так как  

Q1  Z(G), T Z(P) и TQ нильпотентна, то подгруппы Q1 и T нормальны в G и 
поэтому P1Q

f 
=Q

f
P1. Это означает, что P1Q

f
 – подгруппа в группе G. Так как 

подгруппа P'Q
f
 максимальна в G, P1Q

f
 ≠ G и P' P1, то P' = P1. Следовательно, 

Ф(P) = P' = Z(P) – максимальная подгруппа в P и поэтому P является цикличе-
ской группой порядка p, что противоречит нашему допущению о группе P. 
Следовательно, G – группа Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами. 

Достаточность. Напрямую следует из леммы 1. Теорема доказана. 
Теорема 2. В том и только в том случае в группе Шмидта G любые ее две 

3-максимальные подгруппы являются F(G)-перестановочными, когда G – 
группа одного из следующих типов: 

(1) G – группа с абелевыми силовскими подгруппами; 
(2) G = [P]Q, где P изоморфна либо M3(p), либо группе кватернионов по-

рядка 8; 
(3) G = [P]Q – группа Шмидта, где |P| > p

3
, |Ф(P)| = p и Ф(P) = Ф

2
(P). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. Пусть G = [P]Q – группа Шмидта, в 
которой любые две 3-максимальные подгруппы F(G)-перестановочны. 

Если P абелева, то G является группой типа (1). Предположим теперь, что 
P – неабелева группа. Тогда Ф(P) = P' = Z(P).  

Покажем, что в группе P любые две 2-максимальные подгруппы  
F(G)-перестановочны. Пусть P1 и P2 – произвольные 2-максимальные под-
группы группы P и Q1 – максимальная подгруппа в Q. Так как Q1 нормальна в 
G, то P1Q1 и P1Q1 являются 3-максимальными подгруппами в G. По условию, 
существует такой элемент f из F(G), что (P1Q1)(P2Q1)

f
 = (P2Q1)

f
(P1Q1) и поэтому 

L = Q1P1(P2)
f
 является подгруппой в G. Согласно [12, VI, лемма 4.7], в группе  

L существует силовская p-подгруппа Lp такая, что Lp = P1(P2)
f
. Это влечет  

F(G)-перестановочность подгрупп P1 и P2.  
Допустим вначале, что |Ф(P)| = p. Предположим, что существует такая  

2-максимальная подгруппа T в группе P, что Ф(P) не содержится в T. Так как 

P/Ф(P) абелева и TФ(P)/Ф(P)  P/Ф(P), то T ≈ TФ(P)/Ф(P) также является абе-
левой группой и поэтому TФ(P) – абелева максимальная подгруппа в P. 
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Тогда, по [13, теорема 5.1.9], |P| = p
3
. В этом случае, по [11, V, теорема 5.1], P 

изоморфна одной из следующих групп: M3(p), M(p), D или Q, где D – диэд-
ральная группа, Q – группа кватернионов порядка 8, и 

M(p) = < x, y, z | x
p 
= y

p 
= z

p 
= 1, [x,z] = [y,z] = 1, [x,y] = z > (см. [11, стр. 203]). 

Если P изоморфна M(p), то P = Ω1(P) = { g ∈ G | g
p
 = 1}. Но всякая подгруп-

па порядка p группы P является 2-максимальной подгруппой. Так как в группе 
P любые две 2-максимальные подгруппы F(G)-перестановочны и в группе P 
существует два класса неинвариантных несопряженных 2-максимальных под-
групп, то P – абелева группа, противоречие. Если P изоморфна D, то, по [11, 
V, теорема 4.3], P = Ω1(P), что невозможно, как показано выше. Следователь-
но, подгруппа P изоморфна либо группе M3(p), либо группе кватернионов по-
рядка 8. Таким образом, G является группой типа (2). 

Теперь допустим, что Ф(P) содержится в каждой 2-максимальной подгруп-
пе группы P. Это влечет Ф(P) = Ф

2
(P). Если при этом |P| = p

3
, то G снова явля-

ется группой типа (2). Если же |P| > p
3
, то G – группа типа (3). 

Теперь допустим, что |Ф(P)| > p. Пусть Q1 – максимальная подгруппа в Q, K – 
некоторая 2-максимальная подгруппа в Ф(P) и P2 – такая 2-максимальная 

подгруппа в P, что Ф(P)  P2. Тогда подгруппы P2Q1 и KQ являются  
3-максимальными подгруппами в G. По условию, существует такой элемент f 

из F(G), что (P2Q1)(KQ)
f 
= (KQ)

f
(P2Q1). Так как Q1  Z(G), K  Z(P) и KQ нильпо-

тентна, то подгруппы Q1 и K нормальны в G и поэтому P2Q
f 
= Q

f
P2. Это озна-

чает, что P2Q
f
 – подгруппа в группе G. Так как подгруппа Ф(P)Q

f
 максимальна 

в G, P2Q
f 
≠ G и Ф(P)  P2, то Ф(P) = Z(P) = P' = P2. Следовательно, |P : Z(P)| = p

2
.  

Это означает, что P является группой Миллера–Морено. Но тогда  
|P'| = |Ф(P)| = p (см. [14]), что противоречит рассматриваемому случаю. 

Достаточность. Напрямую следует из леммы 2. Теорема доказана. 
Лемма 3. Пусть P = [H]Cp, где H – элементарная p-группа, |Cp| = p и лю-

бые две 2-максимальные подгруппы из P являются H-перестановочными. 
Тогда P – абелева группа.  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что лемма неверна и пусть P – контр-
пример минимального порядка. Предположим, что Z(P) не содержится в H. 

Тогда P = HZ(P) и поэтому P – абелева группа. Следовательно, Z(P)  H. То-
гда Z(P) = Z1Z2 … Zt, где |Z1| = … = |Z2| = p. Несложно показать, что для 
группы P/Z1 выполняются условия леммы. Значит, по индукции, факторгруппа 
P/Z1 является абелевой. Следовательно, мы можем считать, что Z1 = Z(P).  
В этом случае, по [13, теорема 5.1.9], |P| = p

3
. Так как P = [H]Cp и подгруппы H 

и Cp порождаются элементами порядка p, то P = Ω1(P). Но всякая подгруппа 
порядка p группы P является 2-максимальной подгруппой. Так как в группе P 
любые две 2-максимальные подгруппы H-перестановочны и в P существует 
два класса неинвариантных несопряженных 2-максимальных подгрупп, то P 
абелева, противоречие. Лемма доказана. 

Определение 1. Будем называть конечную ненильпотентную разрешимую 
группу, не являющуюся группой Шмидта, но содержащую исключительно 
нильпотентные 2-максимальные подгруппы, группой Белоногова. 

Теорема 3. Пусть G – примитивная группа Белоногова и M – ее макси-
мальная подгруппа с MG = 1. Тогда в том и только в том случае любые две 
3-максимальные подгруппы из G являются F(G)-перестановочными, когда  
G – группа одного из типов: 

(1) G = [P]M, где P – минимальная нормальная p-подгруппа в G и M – 
нильпотентная подгруппа одного из порядков qr, q

2
 или q; 

(2) G = [P]M, где P – минимальная нормальная p-подгруппа в G, M = [Q]R, 
|Q| = q, |R| = r и PR – группа Шмидта; 
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(3) G = [P]M, где P – минимальная нормальная p-подгруппа в G, M = [Q]Cp, 
|Q| = q, |Cp| = p и PCp – абелева группа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. Пусть G – примитивная группа Бе-
лоногова, в которой любые две 3-максимальные подгруппы являются  
F(G)-перестановочными. Поскольку G – ненильпотентная группа, в которой 
каждая 2-максимальная подгруппа является нильпотентной, то каждая соб-
ственная подгруппа из G либо нильпотентна, либо является группой Шмидта, 
причем каждая подгруппа Шмидта максимальна в G. Так как G является при-
митивной разрешимой группой, то, по [15, A, теорема 15.6], G = [P]M, где  
P = CG(P) = F(G) = Op(G) – единственная минимальная нормальная подгруппа в G.  

Предположим вначале, что группа G/P ≈ M нильпотентна. Допустим, что 
каждая максимальная подгруппа группы G, строго содержащая P, нильпо-
тентна. Тогда, ввиду нильпотентности M, мы имеем MG ≠ 1, противоречие. 
Следовательно, каждая максимальная подгруппа из G, строго содержащая P, 
является группой Шмидта. Так как M нильпотентна и, по [15, A, теорема 15.6], 
Op(M) = 1, то p не делит |M|. Это влечет, что группа M содержит не более двух 
силовских подгрупп и |M| делится не более, чем на два необязательно раз-
личных простых числа. Следовательно, либо |M| = qr, либо |M| = q

2
, либо  

|M| = q. Таким образом, G является группой типа (1). 
Теперь предположим, что группа G/P ≈ M не является нильпотентной. Так 

как M максимальна в G, то она является группой Шмидта. В этом случае груп-
па G/P ≈ M удовлетворяет условиям леммы 2 и поэтому M является группой 
одного из типов (1)–(3), описанных в этой лемме. 

Допустим, что M является группой типа (1) в лемме 2 и p не делит |M|. То-
гда G = [P]([Q]R), где [Q]R = M – группа Шмидта с абелевыми силовскими под-
группами. Понятно, что M имеет точно два класса максимальных подгрупп, 
представителями которых являются подгруппы R и QR1, где R1 – максималь-
ная подгруппа в R. Тогда группа G имеет точно три класса максимальных 
подгрупп, представителями которых являются подгруппы [Q]R, PR и PQR1. 

Если предположить, что подгруппа PR нильпотентна, то RCG(P) = P, что не-
возможно. Следовательно, PR – группа Шмидта. Легко видеть, что тогда  
R1 = 1 и поэтому |R| = r. Таким образом, подгруппа PQ максимальна в G. Если 

предположить, что подгруппа PQ нильпотентна, то QCG(P) = P, что также 
невозможно. Следовательно, PQ – группа Шмидта c |Q| = q. В этом случае G 
является группой типа (2). 

Теперь допустим, что M является группой типа (1) в лемме 2 и p делит |M|. 
Тогда G = [P]M, где M = QP1 – группа Шмидта с абелевыми силовскими под-
группами, Q и P1 – силовские q-подгруппа и p-подгруппа в M соответственно. 
По [15, A, теорема 15.6], Op(M) = 1 и поэтому M = [Q]P1, причем |P1| = p. В этом 
случае PQ является максимальной подгруппой в G. Легко видеть, что [P]Q – 
подгруппа Шмидта группы G и поэтому |Q| = q. Это влечет, по условию, что 
любые две 2-максимальные подгруппы из PP1 являются F(G)-перестановоч-
ными. Так как P = F(G), то, по лемме 3, PP1 – абелева группа. Таким образом,  
G – группа типа (3). 

Пусть теперь M является группой типа (2) в лемме 2 и p не делит |M|. То-
гда G = [P]([Q]R), где [Q]R = M – такая группа Шмидта, в которой подгруппа Q 
изоморфна либо группе M3(q), либо группе кватернионов порядка 8. В каждом 
из этих случаев |Ф(Q)| = q ≠ 1 и поэтому PФ(Q)R – максимальная подгруппа 
группы G. Понятно, что эта подгруппа является нильпотентной и поэтому 

Ф(Q)  CG(P) = P, что невозможно.  
Теперь предположим, что M является группой типа (2) в лемме 2 и p де-

лит |M|. Тогда G = [P]M, где M = QP1 – группа Шмидта, Q и P1 – силовские  
q-подгруппа и p-подгруппа в M соответственно. По [15, A, теорема 15.6], 
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Op(M) = 1 и поэтому M = [Q]P1, где Q изоморфна либо группе M3(q), либо 
группе кватернионов порядка 8. Легко заметить, что |P1| = p. Но тогда PQ яв-
ляется максимальной подгруппой в G. Понятно, что PQ ненильпотентна и 
поэтому PQ – подгруппа Шмидта в G с |Q| = q. Это означает, что подгруппа M 
не удовлетворяет условию (2) леммы 2, противоречие.  

Допустим теперь, что M является группой типа (3) в лемме 2. Рассуждая 
аналогично, как и выше, можно показать, что данный случай не имеет место. 

Достаточность. Непосредственной проверкой легко убедиться, что в 
случае, когда G является группой одного из типов (1)–(3), любые две  
3-максимальные подгруппы группы G являются F(G)-перестановочными. 
Теорема доказана. 
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S U M M A R Y 

The paper is devoted to the description of the structure of finite Shcmidt groups in which every two 
2-maximal subgroups are F(G)-permutable or every two 3-maximal subgroups are F(G)-permutable. 
Also finite primitive Belonogov groups in which every two 3-maximal subgroups are F(G)-permutable 
are described. 
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